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Teil 1

Einleitung

1 Problem/Fragestellung

Im Schulunterricht werden bereits die Grundregeln und Methoden fiir die Bil-
dung von Stammfunktionen und das Berechnen von Integralen gelehrt. Mit den
Grundregeln konnen auch schon einige Funktionen integriert werden, jedoch
sind diese sehr begrenzt und es kann schnell eine Funktion gefunden werden,
die nicht mit den Grundregeln (Potenzregel, Faktorregel, Summenregel, Diffe-
renzregel) integriert werden kann.

Somit ist das Ziel dieser Facharbeit, weitere Integrationsmethoden zu erarbei-

ten und zu lernen wann welche Methode passend verwendet werden kann.

2 Grundvorstellung vom Integral

Das Integral bietet die Moglichkeit, die Flache zwischen Graph und x-Achse
in einem bestimmten Intervall [a,b] zu bestimmen. Dazu kann das Intervall
in kleinere Teilintervalle unterteilt werden und mit Rechtecken oder Trapezen
approximiert werden. Je kleiner die Breite der Teilintervalle, also je hoher die
Anzahl an Teilintervallen, desto genauer kann der Wert des Integrals bestimmt
werden.

Der Begriff des Integrals ist jedoch nicht einfach nur auf die Flache zwischen
Graph und x-Achse beschrankt, da ein Graph auch unterhalb der x-Achse ver-
laufen kann und die Fliche somit negativ wére.

Stellt man sich einen Graphen vor, der die Verdnderung eines Kontostandes
in einer bestimmten Zeit in wellenférmigen Bewegungen angibt, so wiirde der
Graph auch im Negativen verlaufen (z.B. bei einer Auszahlung). Berechnet
man von diesem Graphen ein Integral, so erhdlt man nicht nur einen Betrag
einer Flache, sondern man hétte die Bilanz iiber den bestimmten Zeitraum
berechnet, d.h. das Integral gibt in diesem Fall die Bestandsdnderung des Kon-
tostands an. Flachen oberhalb der x-Achse gehen dabei positiv in die Bilanz

ein, Flachen unterhalb negativ.

2.1 Was ist ein Riemann-Integral?

Das Riemann-Integral ist nach dem deutschen Mathematiker Bernhard Rie-
mann benannt, der von 1826-1866 lebte. Das Konzept liegt darin, einen gesuch-
ten Flacheninhalt durch Aufteilung in kleinere Abschnitte und durch Verwen-

dung von Rechtecken sich dem Flacheninhalt anzundhern. Das Intervall wird



also zerlegt und kann dann mithilfe von Riemann-Summen oder von Ober-

und Untersummen approximiert werden.

2.1.1 Was ist Riemann-integrierbar und was nicht?

Eine Funktion f(z) ist auf dem Intervall [a, b] Riemann-integrierbar, wenn die
oberen und unteren Riemann-Summen von f(x) auf diesem Intervall existieren

und iibereinstimmen, d.h.
b
a

/jf(x)dm:/abf(x)dx:/ f(x)dx

wobei fj’ und fi die oberen und unteren Riemann-Integrale sind.[1]
Wenn also der kleinste Betrag der Obersumme mit dem gréfiten der Unter-

summe lbereinstimmt, ist eine Funktion Riemann-integrierbar.

Ein Beispiel fiir eine Funktion, die nicht Riemann-integrierbar ist, ist die
Dirichlet-Funktion: [2]

1, wennze@Q

0, wennz ¢ Q
'y

fz) =

0.8 +

0.6 +

0.4 +

0.2 +

- -0 -0 -0 —-0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Auch wenn es so scheint, ist die Funktion nicht stetig, die Funktionswer-
te ,springen“ entweder auf 0 oder 1, da die Funktion den Wert 1 annimmt,
wenn z eine rationale Zahl, und 0, wenn x eine irrationale Zahl ist. Diese
Funktion ist also weder stetig noch differenzierbar, da auch an keiner Stel-
le eine Ableitung vorhanden ist. Dass die Funktion unstetig und nicht dif-
ferenzierbar ist, sind jedoch noch keine hinreichenden Bedingungen, um die
Riemann-Integrierbarkeit zu widerlegen. Der Grund, weshalb diese Funktion
nicht Riemann-integrierbar ist, liegt darin, dass die Riemann-Summen nicht
gegen einen eindeutigen Grenzwert konvergieren, da die Funktion auf jedem

Intervall sowohl den Wert 1, als auch den Wert 0 annehmen kann.



Teil II
Hauptteil

Im Folgenden werden Integrationsmethoden vorgestellt, die dazu dienen, Inte-
grale berechnen zu kénnen, die mit der Potenzregel, Faktorregel, Summenregel
und Differenzregel nicht zu berechnen sind.

Dafiir werden partielle Integration, Integration durch Substitution, Integrati-
on durch Partialbruchzerlegung und anschliefend zwei numerische Verfahren

erlutert.

3 Partielle Integration

Die partielle Integration ist eine Methode, die verwendet wird, um das Integral
eines Produkts zweier Funktionen zu bestimmen. Sie basiert auf der Produkt-

regel der Ableitung.

3.1 Anwenden der Produktregel

Es gilt die Produktregel fir das Ableiten von Funktionen, die miteinander

multipliziert werden:
(u(z) - v(z))" = u'(z) - v(x) + u(z) - v'(2)
Integriert man die allgemeine Gleichung der Produktregel, so erhédlt man

/ab(u(x) -o(x)) dr = /ab u'(z) - v(z) de + /abu(x) ' (z) dx

Integral und Ableitung heben sich auf, deshalb gilt:

3.2 Definition

Definition partielle Integration: ,Sind u und v Funktionen, die auf einem

Intervall [a;b] differenzierbar sind, und sind v" und «’ stetig auf [a;b], dann

4



gilt:
Jz ul@) - ' (x) do = [u(w) - v(@)]; — J; /(@) - () da [ [3]

Dabei ist zu beachten, dass innerhalb einer Rechnung die partielle
Integration auch teilweise mehrfach angewandt werden muss, um ein

Ergebnis zu erhalten, dies ist jedoch nicht immer der Fall.

3.3 Beispiel

Anwendung der Regel auf ein Beispiel:

Gesucht ist [ e” - cos(z)dz.

Wir setzen u(z) = cos(x) und v'(x) = e*,
somit ist u/(z) = —sin(x) und v(z) = €*
u(z);u (z);v(x);v'(x) in die rot markierte Gleichung einsetzen:

/ e’ - cos(x)dr = €* - cos(x / —e® - sin(x —Regel erneut anwenden

=e" - cos(x) — (—€® - sin(x /—e - cos(x)dx)
=¢" - cos(x) — (—€” - sin(z) + / - cos(x
=e" - cos(x) + e - sin(x) — /e“’C - cos(x)dx —l—/ - cos(x

2/ -cos(x)dx = e - cos(x) + €* - sin(x)

e’ - cos(x) + e* - sin(x)

@ dr =
/e cos(zx)dx )

Somit wurde [ e” - cos(x)dx bestimmt. Falls ein bestimmtes Integral gesucht

ist, sind nur noch die Intervallgrenzen [a;b] einzusetzen.

/b e’ - cos(x)dr = [ex - cos(z) ';' e - sin(z)]"

Bei der partiellen Integration handelt es sich also um eine Methode, das

Produkt aus zwei Funktionen zu integrieren. Sie wird meistens dann
verwendet, wenn eine der Funktionen leicht abzuleiten und die andere leicht
zu integrieren ist. Man bestimmt dann u und v/, sowie v" und v, und setzt sie

in die Formel ein.



4 Integration durch Substitution

Integration durch Substitution ist eine Methode zur Integration, die es
ermoglicht, bestimmte Integrale durch Umformung in leichter zu integrierende
Formen zu tberfithren. Die Idee dahinter ist, die Integrationsvariable durch
eine neue Variable zu ersetzen, sodass man das Integral in eine Form bringt,

die durch die Anwendung bekannter Integrationsregeln gelost werden kann.

4.1 Anwendung der Kettenregel

Nach der Kettenregel gilt folgendes fiir ein Integral:

b 1 b1 1
/ flux +v)de = [F(ux—i—v)} =— - F(ub+v) — =+ F(ua +v)
a u

a u U

multiplizieren mit w:

/ab(u~f(ux+v))dx:F(ub+v)—F(ua—i—v): [F(ux%—v)ﬂ

zur Vereinfachung schreiben wir ux + v = g(x), somit ist ¢’(x) = u.

eingesetzt in die Gleichung;:

Jz J(g(x)) - ¢'(x) du = [F(9(x))], | [3]

Ein Beispiel, bei dem die Funktion bereits in dieser Form steht:

[22v/1 + 22 dx

Hier ist zu erkennen, dass f(z) = /r und g(z) = 1 + 2 mit der Ableitung
g'(z) = 2z ist. In diesem Fall muss also die Stammfunktion von f(z) gebildet

werden und g(z) darin eingesetzt werden.

2 2 9 ‘
F($) = gx%, somit ist/ 2$mdm _ [3(1 + I2)§}
0

Jedoch ist die rot markierte Gleichung nicht zielfithrend, wenn die zu
integrierende Funktion nicht in dieser Form steht.

Man kann ein Integral jedoch trotzdem berechnen, indem man einen Term
durch Substitution (lat. ,substituere“= ersetzen) vereinfacht und die

Zusammenhénge berticksichtigt und anpasst.

4.2 Durchfiihrung einer Substitution

Das Vorgehen wird beispielhaft an dem Integral 1;02 V1 —2x dx gezeigt und
erklart.
Es soll das Integral fSQ v 1 — 2x dx berechnet werden.
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Das Problem an dieser Funktion liegt in dem Term unter der Wurzel

vereinfacht man diesen, indem man z = 1 — 2z setzt:

[

Dies lasst sich jedoch nicht berechnen, da z immer noch die
Integrationsvariable ist. Ein Zusammenhang kann mithilfe des

Differenzialquotienten [3] hergestellt werden, denn es gilt in dem Fall

dz

/
R
dr ~
Gleichung nach dz umstellen [4]:
der = d= = idz
-2 =2

Somit wurde die Integrationsvariable angepasst

[ ()

Die Werte der Grenzen des Intervalls sind allerdings nicht mehr abha

, also

ngig von

x, sondern von z, also miissen diese ebenfalls angepasst werden. Dafiir wird

in der Gleichung z = 1 — 22 das « mit den Grenzen ersetzt [4](untere Grenze

—2, obere 0):
untere Grenze: 1 — 2 - (—2) =5, obere Grenze: 1 —2-0=1

Nun haben wir das Integral
L |
——\/zdz
5 2

Das Integral kann wie gewohnt berechnet werden:

1] EF T 1 57! 1 s 1 s
| gVEde= []: 5] = (5 ) (55 =

5-v/5 1
Ve ~3.393
3 377

Falls nur die Stammfunktion gesucht war, kann auch eine Riicksubstitution

[4] vorgenommen werden, um die Stammfunktion mit der urspriinglichen

Variable x zu erhalten. Dafiir miissen wir also wieder z mit 1 — 2x ersetzen,

die Stammfunktion ware dann:

[Nl

|

Dies ist das Vorgehen bei der Integration durch Substitution.

[—;(1 — 2x)



5 Partialbruchzerlegung

Mithilfe von Partialbruchzerlegung kénnen Briiche, die aus Polynomen
bestehen, leichter integriert werden. Ein aus mehreren Termen bestehender
Bruch kann bekanntlich in kleinere Briiche aufgeteilt werden, die dann als
Summe dargestellt werden. Im Nenner der Briiche stehen dann die
verschiedenen Linearfaktoren aus dem urspriinglichen Bruch.

Um eine Partialbruchzerlegung durchzufithren, missen zuerst die Nullstellen
des Nenners des zu integrierenden Bruchs berechnet werden, um die
Linearfaktoren zu ermitteln. Zur Demonstration wird folgendes Beispiel

berechnet:

3r+1
/7dx
224z -2

5.1 Linearfaktorzerlegung

Linearfaktorzerlegung durch Bestimmen der Nullstellen des Nenners:

24+r—2=0

1 /1
= ——+ /=42
T 5 4+
r=1Vzx=-2

Somit gilt dann fiir den Bruch:

3r+1 3z +1
22+r—2 (v—1)(x+2)

Der Bruch wird dann zerlegt; ,Im Allgemeinen verursacht jeder einzelne

Linearfaktor 2 — ¢ einen Term -2 “ [5]

r—c’

3r+1 A B

C-DE+2) -1 @t

multiplizieren mit (z — 1)(x + 2), um die Briiche aufzul6sen:
3r+1=A(x+2)+ B(x—1)

=Ar+ Bx+2A—B=1x2(A+ B)+ (2A - B)



5.2 Gleichungssystem durch Koeffizientenvergleich

Nun kann mithilfe eines Koeffizientenvergleichs bei der Gleichung
3r+1=(A+ B)x + (2A — B) ein Gleichungssystem aufgestellt werden:

A+B=3 (1)
24— B =1 (2)

(Losung: A =5 und B = 2)
Nachdem die Werte eingesetzt wurden, erhalten wir dann die vereinfachten

Briche
3r+1 4 1 5 1

1'2%—95—2_3‘113—1 4'a:+2

und somit

3z +1 4 5)

Dies ist das Vorgehen bei einer Partialbruchzerlegung und kann auf viele
weitere Briiche angewandt werden, jedoch hat auch diese Methode ihre
Grenzen und es kann schnell ein Beispiel gefunden werden, das nicht mit

dieser Methode integrierbar ist.

6 Numerische Integration

Durch numerische Integration konnen bestimmte Integrale einer Funktion
mittels numerischer Methoden approximiert werden. Die Grundidee besteht
darin, die Flache zwischen einem Graphen und der x-Achse mithilfe einer
endlichen Anzahl geometrischer Formen, wie Rechtecken oder Trapezen,
naherungsweise zu bestimmen. Dabei wird die Approximation des Integrals
genauer, wenn die Teilintervalle kleiner sind.

Diese Art der Integration ist besonders niitzlich in Féllen, in denen die zu
integrierende Funktion zu kompliziert, oder mit den behandelten Methoden
nicht integrierbar ist.

Ein Beispiel fiir ein Integral, welches sich selbst mit partieller Integration,
Integration durch Substitution und durch Partialbruchzerlegung nicht

bestimmen lésst, ist Folgendes:



6.1 Sehnentrapezverfahren

6.2 Flacheninhalt eines Trapezes

Zunachst ist f eine stetige und nicht-negative Funktion, sodass das Integral
von f innerhalb des Intervalls [a; b] dem Flacheninhalt unter dem Graphen
entspricht. Es wird die Teilung des Intervalls T = {zo, x1, ..., x,, } betrachtet,

bei dem alle Teilintervalle [zy; x;11] die gleiche Lénge, =% haben. [3]

! el Anhand der Abbildung 1 ist zu

~ erkennen, wie der Flacheninhalt
des Teilintervalls [z;; ;1]

' mithilfe eines Trapezes

niaherungsweise dargestellt

werden kann. Die ,Sehne® ist

hierbei die Strecke zwischen
Abbildung 1: Sehnentrapez [6] den Punkten [z;; f(z;)] und

[$i+1; f(%’ﬂ)]-

*d xi+1

Fiir den Fliacheninhalt A eines Trapezes mit der Hohe h und den parallelen
Seiten @ und ¢ gilt A = i - (a+ c). Als Flicheninhalt A; des Trapezes iiber
dem Intervall [z;; x;11] ergibt sich also: [3]

1 1 b—a

A = §($i+1 — ;) (f(z:) + f(2ig1)) = 5 (f(zi) + f(zit1))

Dies ist die Formel, um den Flacheninhalt eines Teilintervalls zu berechnen.

Um jedoch den Naherungswert fir den Flacheninhalt iiber dem Intervall [a; b]
zu bestimmen, miissen alle Trapezflicheninhalte A; iber allen Teilintervallen
addiert werden:
A~Ag+ A1+ ...+ A,
1 ' b—a

= 5 T )+ @)+ (F) + @) + o () + S )]

6.3 Formel des Sehnentrapezverfahrens

Bei der zuletzt genannten Gleichung kommen die Funktionswerte
f(xo) = f(a) und f(z,) = f(b), also die &uBeren Grenzen des Intervalls, nur
einmal vor, wahrend alle anderen je zweimal vorkommen, sodass man

vereinfachen kann:

= [f(0) + 2+ (1) + f(@2) + o+ flwn1)) + ()

~—
~ =

D=

Mit dieser Formel wird nun fiir jedes Teilintervall ein Trapez gebildet und die
Flécheninhalte dieser Trapeze werden berechnet und addiert, sodass der

gesuchte Flacheninhalt naherungsweise bestimmt wird.
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6.3.1 Anwendung auf ein Beispiel

Zur Veranschaulichung berechnen wir das Integral der Funktion

f(z) = 23 + 2% im Intervall [0; 1] und wéhlen n = 6

feeette (1 (5)+2 (0 (5)+ () + ()1 () +4 )

=0, 5922

e
12

gerundet bei 0, 5833, der mit der Trapezformel berechnete Wert ist also um
0,0089 oder 1,5% zu grof.

Der genaue Wert dieses Integrals liegt bei <5 oder auf vier Nachkommastellen

6.3.2 Abschitzen der Genauigkeit

Das Ziel numerischer Integrationen ist es, das gesuchte Integral so genau wie
moglich zu bestimmen und einen moglichst genauen Wert zu berechnen.
Dazu kann allgemein gesagt werden: Je kleiner die Langen der Teilintervalle
und je mehr Teilintervalle vorhanden sind, desto naher liegt der berechnete
Wert an dem wahren Wert des Integrals. Dies liegt daran, dass sobald die
Teilintervalle lénger bzw. von der Anzahl weniger werden, die Sehnen der
Trapeze auch linger werden. Da diese Geraden sind, und das Ziel der
Methode ist, einen kurvenférmigen Graphen mit einer Geraden anzunéhern,
wird das Ergebnis ungenauer, wenn die Geraden lénger werden.

Denn viele kleine Sehnen kénnen sich dem Verlauf einer Kurve besser
annahern, als einige lange Sehnen. Somit wird das Ergebnis durch mehr
Teilintervalle genauer.

Wiirde das Teilintervall aus Abbildung 1 noch einmal halbiert werden, so
wiirde man zwei Sehnen und somit auch Trapeze erhalten. Die Flache
zwischen Graph und rotem Trapez wiirde verringert werden, die Naherung
ware somit genauer.

Zu beachten bei der Abschétzung der Genauigkeit ist zusétzlich noch die
Kriimmung des Graphen: Ist der Graph rechtsgekrimmt (zu sehen in
Abbildung 1), so liegt das Ergebnis der Naherung unter dem wahren Wert
des Integrals,

ist der Graph linksgekriimmt, so ist die Ndherung zu gro8.

Dieser Zusammenhang ist mit der Lage der Sehnen der Trapeze zu erkldren
(Graph oberhalb der x-Achse):

Die Sehnen, die sich aus einer Geraden zwischen zwei Punkten auf einem
Graphen zusammensetzen, liegen bei einem rechtsgekriitmmten Graphen
ausschlieBlich unterhalb des Funktionsgraphen, bei einem linksgekriimmten

Graphen liegen die Sehnen ausschliellich oberhalb des Graphen. Wenn die

11



Sehne des Trapezes unterhalb des Graphen liegt, bleibt die Flache zwischen
Graph und Sehne in der Rechnung unbeachtet, obwohl sie zum Integral des
Graphen gehort. Liegt die Sehne des Trapezes oberhalb des Graphen, so
erhélt man einen Flachentiberschuss, da die Flidche zwischen Sehne und
Graph mitberechnet wird, obwohl sie nicht zum Integral gehort.

Sobald der Graph jedoch unterhalb der x-Achse verlauft, gilt genau das
umgekehrte, der mit der Trapezformel berechnete Betrag des Integrals ist bei
einem rechtsgekriimmten Graphen hoher, bei einem linksgekriimmten

niedriger als der wahre Betrag des Integrals.

6.4 Simpsonverfahren

Das Simpsonverfahren (auch Simpsonregel genannt) ist eine weitere Methode
der numerischen Integration. Genau wie beim Sehnentrapezverfahren wird
hier das Integral approximiert, jedoch mit dem Unterschied, dass Punkte des
Graphen einer Funktion nicht durch Strecken, sondern z.B. durch
Parabelbogen, die sich dem Graphen besser anpassen konnen, verbunden

werden. Somit soll fiir eine groflere Genauigkeit gesorgt werden.

6.5 Bestimmung des Parabelbogens durch

Gleichungssystem

Es wird wieder davon ausgegangen, dass f eine nicht-negative Funktion tiber

dem Intervall [a;b] ist.

Das Intervall [a;b] wurde in
zwei Teilintervalle [x;;x;41] und

ANl sais 91 [Ti11; x40] aufgeteilt. Nun soll

f(x;) i:‘%‘ _______ k £ die Flache unter dem Graphen

: ,,x f durch einen Parabelbogen,

Parabel- also eine quadratische Funktion,

bogen .

angenahert werden.

Die  gesuchten  Koeffizienten

der Funktion des Parabelbo-

gens (az? + br + ¢) konnen

X e S —x  mithilfe eines Gleichungssys-

tems bestimmt werden, da

_ 9(zi) = f(x:1), 9(@ir1) = f(Tit1)
Abbildung 2: Parabelbogen [3] und g(zi40) = f(zig2) gilt. [3]

12



)—ax?—kbxi—i-c (1)
(Iz+1) azi,y + brips +c (2)
fito) = aziiy + brigs +c (3)

/-\

Mit diesem Gleichungssystem lassen sich die Koeffizienten und somit auch die
gesuchte Funktion des Parabelbogens bestimmen. Von dieser Funktion kann
nun das Integral im Intervall [x;; x;, 5] berechnet werden, das Ergebnis liefert
dann einen Néherungswert fiir das Integral der Funktion f im selben
Intervall.[3]

6.6 Herleitung der allgemeinen Formel

Allerdings entsteht bei diesem Vorgehen der Funktionsbestimmung ein grofler
Arbeitsaufwand. Das Vorgehen kann vereinfacht werden, indem der Graph
von f um —x;;1 in x-Richtung verschoben wird, sodass dieser Punkt(die
Mitte des Intervalls) auf der Stelle 0 liegt. Die Fliache sowie die y-Koordinaten
andern sich bei einer Verschiebung des Graphen in x-Richtung nicht.

b=a oiht die Linge der Teilintervalle an und wird hier mit h abgekiirzt,

f(x:), f(zit1), f(xi2) werden mit y;, y;41 und y; o abgekiirzt.

Die Stelle x; verschiebt sich also auf —h, die Stelle x; 5 auf h, da x; in der
Mitte der Intervalle und auf der Stelle 0 liegt.

Der Parabelbogen g(x) verlauft nun also durch die Punkte (—h;y;), (0;yi1)
und (h; yir2).

Mit diesen Punkten und der Gleichung g(x) = ax® + bz + ¢ kann wieder ein

Gleichungssystem aufgestellt werden:

y; = ah® —bh +c (1)
Yiv1 =€ (2)
Yiro = ah® + bh +c (3)

addieren der Gleichungen (1) und (3):
Yi + Yiqo = 2ah? + 2¢

umstellen nach a und ¢ = y;,1 setzen:

Yi — 2Yit1 + Yito
2h?

a =

13



in (1) eingesetzt und vereinfacht ergibt:

b— —Yi + Yito
2h

Koeffizienten einsetzen in die Funktionsgleichung der Parabel:

Yi = 2it1 T Viro 2 —Vi + Yit2

g(z) =

Gesucht ist der Flacheninhalt dieser Parabel im Intervall [x;; z;12], also muss

das Integral von g(x) mit den Grenzen —h bis h berechnet werden:

h C— Qs + v,
Yi Yi+1 T Yit2
d pr—
[hg(x) ‘ 2h?

1" —Yi + Yito [1 2:|h h

1
= gh (Y = 2Uis1 + Yir2) + 2hyia

h
= g(yi + 4yit1 + Yit2)

[3] Setzt man hier nun die Funktionswerte ein, so erhélt man die Annidherung
fir das Integral im Teilintervall [z¢; o). Soll als néchstes das Integral von
dem ganzen Intervall [a; b] bestimmt werden, so miissen alle Integrale der

Teilintervalle [xq; zs], [xe2; 4], ..., [Tn_2; x,] addiert werden:

b h h h
/ g(x)dr ~ g(yo + 4y +y2) + §(92 +4ys +ya) + ...+ g(yan + 4Yn—1 + Yn)

Fiir die Abkiirzungen h und y wieder b_T“ und f(x) einsetzen und

zusammenfassen: [3]

Ja g(@)da ~ 5 - (f(wo) + 4f (1) + 2 (w2) + 4 (x3) + oo + 2 (2-2) + f(@n)

Dies ist schliellich die Gleichung der Simpsonregel, um Integrale mithilfe von

quadratischen Funktionen naherungsweise zu bestimmen.

6.6.1 Uberpriifen der Genauigkeit

Um die Genauigkeit zu tiberpriifen, testen wir diese Methode an der
Funktion f(z) = 2® 4+ z? iiber dem Intervall [0; 1] mit n = 6:

freeet =g (o a(r(§) 420 (6) + 40 () #2065 +4 (¢ B) + 0 (7))

_ 7
12

Der mit dem Simpsonverfahren berechnete Naherungswert liegt bei genau -

ﬁ .
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Uberpriift man dies mit einem Rechner, so stellt man fest, dass dies nicht nur
eine Niherung, sondern das exakte Ergebnis des Integrals [ 2 + 22 ist.
Diese Rechnung war ein einfaches Beispiel zur Veranschaulichung, bei

komplexen Funktionen ist das Vorgehen genau gleich.

6.7 Fehlerabschitzung

Fiir das Sehnentrapezverfahren: ,Wenn zur ndherungsweisen Bestimmung

des Flacheninhalts unter dem Graphen einer Funktion f iiber einem Intervall

[a; b] das Sehnentrapezverfahren eingesetzt wird, dann gibt der Term

M (b-ap
12 n?

eine obere Schranke fiir den dabei auftretenden Fehler an. Hierin ist M eine
obere Schranke fiir den Betrag von f”(z) der 2. Ableitung von f tiber dem
Intervall [a;b] und n die Anzahl der Teilintervalle®[3]

Nach dieser Definition kann nun also die maximale Abweichung berechnet
werden. Diese berechnen wir nun am vorherigen Beispiel mit f(z) = 2% + 22

im Intervall [0; 1] und mit n = 6 Teilintervallen:

f(x) =6z +2

somit ist der Betrag der 2. Ableitung im Intervall [0; 1] < 8, fiir M kann also

8 in die Formel eingesetzt werden:

8 (1—0)3
= 0,01852
12 6 ’

Dies wére nach der Formel die grofitmogliche Abweichung, sie lag in dem

Beispiel jedoch nur bei 0,0089.

Fiir das Simpsonverfahren: ;Wenn zur naherungsweisen Bestimmung des

Flacheninhalts unter dem Graphen einer Funktion f {iber einem Intervall

[a; b] das Simpsonverfahren eingesetzt wird, dann gibt der Term

M (b ay
90 n4

eine obere Schranke fiir den dabei auftretenden Fehler an. Hierin ist M eine
obere Schranke fiir den Betrag der 4. Ableitungiiber dem Intervall [a;b] und
n die Anzahl der Teilintervalle“[3]

Diese Definition wiirde erkldren, weshalb bei der Funktion 3. Grades bei der
Anwendung des Simpsonverfahrens tiberhaupt kein Fehler aufgetreten ist.
Denn M stellt hier die obere Schranke fiir den Betrag der 4. Ableitung dar,
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jedoch ist die 4. Ableitung bei einer Funktion 3. Grades gleich null, somit ist
der ganze Term zur Fehlerbestimmung gleich null.

Bei einer Funktion, bei der eine 4. Ableitung vorhanden ist, miisste diese
bestimmt und der hochstmogliche Betrag der 4. Ableitung fiir das jeweilige

Intervall berechnet werden.

Teil IIT
Fazit

In den vorherigen Teilen der Facharbeit wurden fiinf Methoden, die zum
Integrieren von Funktionen und Berechnen von Integralen verwendet werden
konnen, vorgestellt. Diese sind die partielle Integration, Integration durch
Substitution und durch Partialbruchzerlegung, sowie zwei numerische
Methoden, das Sehnentrapez- und Simpsonverfahren.

Allgemein sind alle Verfahren sehr niitzlich und in bestimmten Situationen
passend anzuwenden, aber neben den Vorteilen gibt es auch individuelle
Nachteile.

So wird die partielle Integration zum Integrieren von Produkten von
Funktionen verwendet, kann jedoch auch sehr arbeitsaufwendig bei
komplexen Funktionen sein und ist auch nicht immer erfolgreich, wenn z.B.
keine Vereinfachung erreicht wird.

Die Integration durch Substitution ist ebenfalls eine wichtige Methode zum
Integrieren, jedoch besteht hier teilweise die Schwierigkeit darin, eine
passende Substitution zu wéahlen. Denn wenn die falsche Substitution
gewahlt wird, kann die Integration komplizierter oder sogar unméglich sein.
Bei der Partialbruchzerlegung kommt es vor allem bei Polynomen mit
héherem Grad zu Problemen, da der Rechenaufwand sehr grof3 und die
Bestimmung der Koeffizienten kompliziert werden kann. Ansonsten ist dies
eine sehr niitzliche Methode, um Briiche aus Polynomen stark zu
vereinfachen und dadurch integrieren zu kénnen.

Numerische Verfahren haben allgemein den Vorteil, Integrale anndhern zu
konnen, auch wenn keine Stammfunktion angegeben werden kann, wenn die
Funktion beispielsweise zu komplex ist. Sie haben jedoch den Nachteil, dass
das Integral ab einem bestimmten Grad der Funktion nur angenéhert und
nicht genau bestimmt werden kann. Auflerdem gilt bei diesen Verfahren: Je
genauer das Ergebnis sein soll, desto mehr Rechenaufwand ist damit
verbunden. So ist das Simpsonverfahren in den meisten Féllen genauer als
das Sehnentrapezverfahren, benotigt jedoch auch mehr Rechenaufwand. Je

genauer das Ergebnis sein soll, desto mehr Teilintervalle und somit mehr
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Rechenaufwand werden bendtigt.

Zusammenfassend wissen wir nun also, dass

die partielle Integration zum Integrieren von Produkten aus Funktionen,

die Integration durch Substitution beim Integrieren von Funktionen, die aus
einer inneren und dufleren Funktion zusammengesetzt sind,

die Partialbruchzerlegung zum Vereinfachen von Briichen aus Polynomen, um
sie integrieren zu konnen,

das Sehnentrapezverfahren zur Anndherung des Integrals durch Trapeze,

und schlieBlich das Simpsonverfahren zur Annédherung des Integrals durch

Parabeln verwendet wird.
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Teil IV

Anhang
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