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1 Einfiihrung

Vor dem Wechsel von G8 zu G9 im Jahr 2019 waren stochastische Prozesse
ein fest etabliertes Thema des Leistungskurses der gymnasialen Oberstufe im
Land Niedersachsen. Stochastische Prozesse sind ein Teilgebiet der Stochastik
und beschreiben Vorgénge, bei denen zufallige Zustandsdnderungen geschehen,
welche zeitlich geordnet sind. Diese bilden somit die Basis fiir die stochastische
Analysis, der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Eine Moglichkeit, diese Prozesse darzustellen, beruht auf der Verwendung von
Matrizen. In der Mathematik und in allen naturwissenschaftlichen Bereichen
werden Matrizen fiir die Modellierung diverser Strukturen verwendet. So auch
bei den stochastischen Vorgéangen, welche die Darstellung und Berechnung die-
ser Prozesse deutlich vereinfacht.

Auch wenn die stochastischen Prozesse aus dem Kerncurriculum gestrichen
wurden, ist es weiterhin ein bedeutendes Thema, welches Beachtung erfordert.
Diesem bedeutenden Thema widmet sich diese Facharbeit, indem stochasti-
sche Prozesse mithilfe von Matrizen dargestellt werden, um diese anschliefend
zu untersuchen. Dabei werden auch die Vorteile der Nutzung von Matrizen
verdeutlicht.

Das Ziel dabei ist es, dem Leser Moglichkeiten aufzuzeigen, wie mithilfe von
Matrizen stochastische Prozesse dargestellt und untersucht werden kénnen.
Um dies zu zeigen, werden zunéchst zum besseren Verstdndnis unbekannte Be-
griffe definiert, darauf aufbauend werden Untersuchungen und Berechnungen
vorgenomimen.

Ob stochastische Prozesse, auch in Verbindung mit Matrizen, im zukiinftigen
Mathematikunterricht wieder zum Einsatz kommen sollten, wird abschlieend

in der Reflexion in einem kurzen Statement beantwortet.

2 Matrizen

2.1 Definition

Unter Matrizen versteht man eine Art Tabelle, in denen Elemente in Zeilen m
und Spalten n aufgeschrieben werden kénnen. Um eine Matrix befinden sich
Klammern, die diese eingrenzen. Eine Matrix wird im Normalfall mit einem
GroBbuchstaben wie A angegeben.

Diese Elemente werden Koeffizienten genannt, welche wie folgt angeordnet

sind:



a1 a2 ... Qip

921 22 ... Q9pn
A=

Am1 Am2 ... Qmn

Diese oben gezeigte Matrix ist eine m x n (sprich: m kreuz n) Matrix, da die
Zeilen mit der Variable m und die Spalten mit der Variable n dargestellt wer-

den.

Nennung einzelner Elemente der Matrix:

Nehmen wir nun ein einzelnes Element (a;;) aus der m x n Matrix: Nun gibt ¢
den Zeilenindex von (a;;) an, wahrend j den Spaltenindex von (a;;) beschreibt
().

Darstellung einer Matrix mit Elemtent (a;;):

aix ... Qi ... Q1p
;1 aij e Qi
Am1 v Qmj .o Qmp

(a;;) ist somit das Element der i-ten Zeile und j-ten Spalte der Matrix (@)

2.2 Arten von Matrizen
Es gibt verschiedene Arten von Matrizen zur Darstellung:

Quadratische Matrix: In einer quadratischen Matrix gibt es gleich viele
Spalten und Zeilen, sodass gilt: M = N

Beispiel:
2 4
A —

Nullmatrix: In einer Nullmatrix sind alle Elemente Null. Sie ist gleichwertig
zu Null der Zahlen im reellen Raum ([2]).

Einheitsmatrix: Die Elemente der Hauptdiagonale sind 1, alle anderen Ele-
mente sind 0. Die Einheitmatrix wird als gleichwertig zur 1 der Zahlen im
reellen Raum betrachtet ([2]). Mithilfe der Einheitsmatrix konnen ebenso Glei-

chungssysteme gelost werden, wie bei der Inversion von Matrizen gezeigt wird.



Beispiel:

AN

I
o o
o~ o
—_ o o

Stochastische Matrix: Diese Art einer Matrix ist die, mit der sich diese
Facharbeit insbesondere beschéftigt. Sie hat die Besonderheit, dass die Spal-
tensumme = 1 ist. Dies ist immer der Fall, auch wenn eine stochastische Matrix
potenziert wird. Das ist darauf zuriickzufithren, dass bei Zustandsdnderungen
maximal 100 % des Zustandes wechseln kann, was im weiteren Verlauf noch
genauer erklart wird. Stochastische Prozesse sind zudem auch immer quadra-
tische Matrizen.

Beispiel:

0,5 0,4 0,8
A=10,2 0,2 0,1
0,3 0,4 0,1

2.3 Anwendungen einer Matrix

Wie nun gezeigt wurde, ist eine Matrix flexibel einsetzbar, was in sehr vielen
verschiedenen Anwendungsmoglichkeiten resultiert. Im Folgenden werden die

wichtigsten und am héufigsten eingesetzten Anwendungsmoglichkeiten gezeigt:

Lineare Gleichungssysteme in Matrixschreibweise:
Ein Gleichungssystem mit unbegrenzter Anzahl an Variablen kann in eine Ma-
trixschreibweise umgeschrieben werden, indem die Koeffizienten der Gleichung

in eine Matrix verfasst werden.

4.171 + 4ZE2 —f- T3 = ]_3
—T1 + 101‘2 — 33 =16

1[[1 -+ 2$2 =3
4 4 1 13
=|-1 10 -3 16
1 2 0 3

Pro Spalte sind nun die Koeffizienten fiir jede Variable x1, x5, 3 notiert, in der
letzten Spalte steht die rechte Seite der Gleichung.



Vektor als Matrix
Auch ein Vektor, der aus dem aktuellen Matheunterricht bekannt ist, ist eine
Matrix. Diese wird jedoch nicht mit einem Grofibuchstaben angegeben, son-
dern mit . Vektoren bestehen nur aus einer Spalte:

U1
U= |vy

U3

Weitere Anwendungen

Abgesehen vom Losen von Gleichungssystemen finden Matrizen auch in der
Wirtschaft und in der Physik ihre praktische Verwendung ([3], Kapitel 2). In
der Wirtschaft kénnen Firmendaten in einer Matrix notiert und somit ein-
fach berechnet werden, des Weiteren bieten Matrizen viele Moglichkeiten zur
Marktanalyse ([3],Kapitel 2). In der Physik werden Matrizen fir die Elektro-
technik wie z. B. dem Maschenstromverfahren verwendet, bei dem komplexe
Schaltungen analysiert werden. Auch in der Informatik finden Matrizen ih-
re Anwendung wie zum Beispiel im Grafikdesign oder bei Codierungen ([3],
Kapitel 2).

2.4 Rechenarten

Addition:

Die Matrizenaddition besteht aus der Addition der einzelnen Elemente von
Matrix A mit den Elementen von Matrix B; beide Matrizen miissen dabei
gleich viele Spalten und Zeilen haben.

Es gilt:

A+ B=— ail a2 n b1 bio _ ay; + b ag + bio
Qg1 Q22 ba1  bao ag1 + ba1  ag + b

Subtraktion:
Fir die Subtraktion muss ebenso wie bei der Addition die Zeilen- und Spal-
tenanzahl iibereinstimmen, dann kann jedes Element der Matrix A von jedem

Elemtent der Matrix B subtrahiert werden.
A—B=— aix a2 _ b1 bio _ ai; —bin a2 —bio
Q21 A2 ba1 Do a1 — bar  age — bao

Skalare Multiplikation:
Fir die Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar (Zahl) wird jedes Ele-

ment der Matrix mit dem Wert des Skalars multipliziert.



aipr a9 S*a11 S *a12
s*x A= sx% =
(&21 agg) (S * 91 Sk azg)

Multiplikation zweier Matrizen:

Fiir die Multiplikation zweier Matrizen muss die Spaltenanzahl n der einen
Matrix mit der Zeilenanzahl m der anderen Matrix libereinstimmen. Ist dies
gegeben, multipliziert man fiir jedes Element der neuen Matrix C jedes Ele-
ment von Matrix A der selben Zeile wie das neue Element von links nach rechts

mit jedem Elemtent von Matrix B der selben Zeile von oben nach unten, diese

Produkte werden schlussendlich addiert.

A B — air a2 . by _ a1101 + a12b9
a1 A2 by a2101 + aszbo
Es ist wichtig zu beachten, dass die Multiplikation von Matrizen nicht kom-

mutativ ist, d.h. dass A x B # B x A ist.
Man sagt umgangssprachlich: ,Jede Zeile mal der Spalte“([4], Seite 19).

Potenzieren:
Das Potenzieren einer Matrix verlauft wie das Potenzieren einer reellen Zahl.

Die Matrix wird so oft mit sich selbst multipliziert, wie der Exponent angibt.

Division:

Die Division einer Matrix durch eine andere Matrix ist nicht definiert, es be-
steht lediglich die Moglichkeit, mit der Inversen (Kehrwert) einer Matrix eine
andere Matrix zu multiplizieren, dies kann man als Division auffassen.
Bildung einer inversen Matrix:

Ein Moglichkeit, die Inverse zu bilden, geht in drei Schritten, was an folgen-
dem Beispiel gezeigt wird:

Zuerst wird neben einer Matrix eine Einheitsmatrix mit der gleichen Zeilen-

und Spaltenanzahl geschrieben.

a2 (za1 10
31 3101

Nun wird die Matrix so umgeformt, dass im linken Teil der Matrix eine Ein-

heitsmatrix steht, im rechten Teil befindet sich nun die inverse Matrix.



Eine Moglichkeit, diese umzuformen, besteht darin, beide Matrizen als eine
Matrix anzusehen und das Gleichungssystem zu losen. Dies geht beispielsweise
im CAS Ti-nspire mit dem Befehl rref():

10 o
01 2

10
-1 _ [ 70
At (
10

Diese entstandene Matrix kann nun mit einer zweiten Matrix multipliziert

|

L

ox" B cn" S
[ —

\—/\_/

werden, um eine Division darzustellen; eine echte Division ist jedoch nicht
definierbar und deshalb auch nicht durchfiihrbar.

3 Stochastische Prozesse

3.1 Definition von Stochastik und stochastischen Pro-

zessen

Die Stochastik ,ist ein Sammelbegriff fiir die Gebiete Wahrscheinlichkeitstheo-
rie und Statistik “ ([5],Kapitel 2); sie wird auch Mathematik des Zufalls genannt
([5]). In der Stochastik befasst man sich mit zufélligen Vorgdngen wie beispiels-
weise Miinzspiele oder Ahnlichem, mit welchen man mithilfe von Statistiken
Schliisse auf die Warscheinlichkeiten ziehen kann ([5]). Damit sind nun ver-
schiedene Berechnungen moglich, welche die "theoretische Untersuchung sta-
tistischer Verfahren”([5]) bilden.

Stochastische Vorginge sind ein Teilthema der Stochastik. Sie beschrei-
ben Vorginge, welche zufillig, jedoch zusitzlich auch zeitlich geordnet sind.
Sie bilden die Grundlage fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie, die stochastische
Analysis ([6]).

3.2 Markow-Ketten

Markow-Ketten sind stochastische Prozesse, bei denen das Ziel ist, Wahr-
scheinlichkeiten fiir bestimmte Ereignisse zu berechnen. Dies ist bei Prozessen
moglich, welche endlich viele Zustéinde und konstante Ubergangswahrscheinlichkeiten
in andere Zustiande haben ([7],Seite 153). Zu Beginn des Prozesses gibt es ei-
ne Startverteilung auf die verschiedenen Zustdnde, sodass nach verschiedenen

Durchlaufen eine neue Zustandsverteilung berechnet werden kann.



Prozessdiagramme, auch Ubergangsdiagramme genannt, dienen der Darstel-

lung von Prozessen:

02\

0,8 T
0,3
)

- )

0'3!.\._ y \\__ — \ P
o a—_

Abbildung 1: Beispiel eines Prozessdiagramms ([8])

Hier sieht man, wie die Wahrscheinlichkeiten in einem Prozessdiagramm mit-
hilfe von Pfeilen und ihrer Wahrscheinlichkeit von 0 bis 1 dargestellt werden;
0 entspricht 0 %, 1 entspricht 100 %.

Es ist wichtig zu beachten, dass die Summe aller Pfeile, welche aus einem Zu-
stand hinausfithren, immer 1 (also 100 %) ist.

Die Zustande werden meist mit 7, Zs, Z3... dargestellt.

Die Anzahl an Durchgingen dieser Markow-Kette wird mit n symbolisiert. n
beschreibt hier die Anzahl an Durchgidngen, somit ist die Verteilung fiir n = 0
die Startverteilung des Prozessdiagrammes.

Prozessdiagramme dieser Art konnen in eine Matrizenschreibweise umgewan-

delt werden. Siehe folgendes Beispiel:

0.5

51 Y
0.3 '
P

Abbildung 2: Prozessdiagramm A:[9]

Nun wird das Diagramm in die folgende Matrix umgewandelt:

0 A B C
A 0,2 0,5 0,3
B 0,8 0,3 0,1
C 0,0 0,2 0,6

Die fett markierten Buchstaben A, B, C' beschreiben die Zustiande 73, Z5, Z3;
die Zustandsverteilungen werden von der oberen Zeile zur linken Spalte ange-
geben ([10], Seite 50).



Beispielsweise betrigt deswegen die Zustandsverteilung von Zy (B) zu Z; (A)

0,5; also 50 % des Zustandes Z, geht in Zustand Z; iiber.
21

z
Die Zustandsverteilung wird oft mit einem Vektor v, = ? angegeben.
Z3

vy beschreibt den Anfangsverteilung, diese ist fiir spatere Aufgaben essentiell.

3.2.1 Berechnung von Zustinden

Wir haben folgende Matrix A,,, welche die Zustandsdnderungen zweier Zustande
A, B beschreibt. n beschreibt die Anzahl an Durchlaufen:

0,3 0,4
An — ) )
0,7 0,6
Das Ziel ist es nun, Zustédnde zu berechnen, welche nach beliebig vielen Durchlaufen

entstanden sind. Um einen Zustand nach n = 1 zu berechnen, berechnet man

von der Startverteilung aus die einzelnen Zustinde. Geht man von einer Start-

50
verteilung von vy = (50) aus, so betrigt die Zustandsverteilung:

Anzoag*An—1+074*Bn—l
Bn:O77*An—1+076*Bn—1

Firn=1:
A1 =0,3%x504+0,4%50=35
B, =0,7%504 0,6 % 50 = 65

S . . 35
v7 betrigt also nun: v; = o

Wie man nun erkennen kann, handelt es sich bei der Formel um eine rekursive
Formel, welche ungiinstig zu berechnen ist. Diese wird in eine explizite Formel
umgerechnet.

Hier bietet sich erneut die Matrizenschreibweise an: Um die Verteilung nach n
Durchlaufen zu berechnen, wird die Matrix A, welche die Zustandsverteilung
angibt, mit der Anzahl an Durchldufen n potenziert. Die daraus resultierende
Matrix wird nun mit der Anfangsverteilung als Vektor multipliziert. Die dar-
aus resultierende Matrix beschreibt jetzt zeilenweise die Zustandsverteilungen

nach n Durchlaufen.



Beispiel:

10
0,3 0,4 0,364 0,364
n—= 10’ Alo _ ) ) _ ) )
0,7 0,6 0,636 0,636
Nach der Potenzierung der Matrix wird diese mit der Anfangsverteilung mul-
0,364 0,364 50 36, 264
k =
0,636 0,636 50 63,636

Zustand A betragt somit nach zehn Durchldufen 36,264; Zustand B betragt
63, 636.

tipliziert:

3.2.2 Ein Beispiel zur Verdeutlichung der Vorteile

Nachdem die verschiedenen Rechenmethoden der stochastischen Vorgénge mit-
hilfe von Matrizen dargestellt wurden, werden im folgenden Beispiel die Vor-

teile der Matrizendarstellung dargestellt:

Zu sehen ist eine Zustandsverteilung von vier Zustdnden A, B,C,D. Eine
Besonderheit besteht darin, dass es bei Zustand D keine weiteren Zustands-
veranderungen gibt, 100 % des Zustandes D bleibt auch bei D. Solch ein Zu-
stand wird deswegen auch als absorbierend bezeichnet ([7], Seite 381), da der
Zustand erreicht, aber nicht mehr verlassen werden kann. Ziel ist es, verschie-
dene Zustandsverteilungen nach einer bestimmten Anzahl an Durchgéingen n

zu berechnen.

0.3 0.3 0.1

n_— 0N

A B
\0;2/

0.4 0.7
016
D
085 1@0
50
. . . S 25
Man nimmt fiir die Zustandsverteilung vy = o5 an.
0



Wie man nun bereits erkennen kann, ist dieses Prozessdiagramm umstandlich
zu lesen und es ist schwer, sich einen Uberblick zu verschaffen. AuBerdem ist es
nur mit vielen Notizen und Rechenwegen moglich, Zustandsénderungen nach
wenigen Durchgingen zu ermitteln, fiir eine héhere Anzahl an Durchgingen
ist es nahezu unmoglich. Mit der Matrizenschreibweise konnen beide Probleme
reduziert werden:

Man schreibt das Prozessdiagramm, wie bereits gezeigt, in ein Matrix um:

0,3 0,2 0,6
0,3 0,1 0
0,4 0 0,15
0 0,7 0,25

_ o O O

Es soll die Zustandsverteilung nach drei Durchldufen berechnet werden. Man
potenziert als erstes die Matrix A und multipliziert diese dann mit dem An-

fangsbestand:

3

0,3 0,2 0,6 0 50
5= AP x i = 0,3 0,1 0 O . 25 _

0,4 0 0,15 0 25

0 0,7 0,25 1 0
0,249 0,086 0,275 0 50 21,463
0,129 0,031 0,100 O 25 9,7

% —

0,183 0,044 0,147 O 25 13,934
0,439 0,839 0,479 1 0 54,903

Somit wurde im Vergleich zur rekursiven Formel die Zustandsverteilung nach

n = 3 Durchlaufen deutlich vereinfacht berechnet.

3.2.3 Grenzwertuntersuchungen bei Markow-Ketten

Durch die Moglichkeit, Zustande nach vielen Durchgéngen zu berechnen, stellt
sich die Frage, wie sich eine stochastische Matrix bei n — oo Durchgéngen

verhalt.

10



Betrachten wir nun einen stochastischen Prozess A,, wo n die Anzahl an

Durchgéngen beschreibt:

0,3 0,3
0,3 0,2
0,4 0,5

0,8
0,1
0,1

A, =

Mit der Zustandsverteilung A = 100, B =
Durchgénge berechnet:

0, C = 0 werden beliebig viele

(Werte werden auf drei Nachkommastellen gerundet)

Anzahl an Durchlaufen | Zustand A | Zustand B | Zustand C
0 100 0 0
1 30 30 40
2 50 19 31
3 455 21,9 32,6
4 46,3 21,29 32,41
8 46,206 21,379 32,414
9 46,207 21,379 32,414
10 46,207 21,379 32,414
11 46,207 21,379 32,414
100 46,207 21,379 32,414

Man erkennt, dass bereits ab n = 8 Durchldufen sich die Zustandsverteilung
nicht mehr verandert. Diese Zustandsverteilung, die bei n — oo entsteht, wird
Grenzvektor vy, genannt ([11], Seite 9 ). Bei der Potenzierung der Matrix mit
n Durchlaufen verdndert sich logischerweise die Matrix, aus der die Zustands-
verteilungen resultieren, ab n = 8 nicht mehr. Diese Matrix wird deswegen
Grenzmatrix G genannt ([I0], Seite 51). Die Grenzmatrix betrigt in diesem

Beispiel:

0,462 0,462 0,462
0,214 0,214 0,214
0,324 0,324 0,324

G:

46,207
21,379

32,414
Man erkennt hier, dass die Ziffern aus der Grenzmatrix mit denen des Grenz-

Der dazugehorige Grenzvektor betragt: v, =

vektors iibereinstimmen. Daraus kann man annehmen, dass der Grenzvektor
unabhéngig von der Anfangsverteilung ist. Wir versuchen, diese Annahme zu
bestétigen, indem die Anfangsverteilung auf A = 50, B = 25, C' = 25 gedndert

wird.

11



Nun betrigt der Grenzvektor:

0,462 0,462 0,462 50 46,207
7=10,214 0,214 0,214 | * [25|=]21,379
0,324 0,324 0,324 25 32,414

Da der Grenzvektor ¢ gleich ist, kann die Annahme bestétigt werden. Der

Grenzvektor dieser Matrix ist somit vom Anfangszustand unabhéngig.

Nachdem gezeigt wurde, wie sich die Zustandsverteilung und Matrix im Grenz-
zustand verhalt, soll dies im Folgenden auf alle Matrizen verallgemeinert wer-
den:

Um eine Prognose zu erstellen, wie sich der Prozess im Laufe der Zeit zum
Grenzzustand hin verhélt, werden oft Eigenvektoren und ihre Eigenwerte ver-
wendet. Um dies zu erklaren, wird etwas ausgeholt:

Dafiir ben6tigt man den Eigenwert A, welcher angibt, um wie viel der Eigenvek-
tor gestreckt/gestaucht gegentiber dem Vektor ist, welcher mit einer Matrix A
multipliziert wurde. Ein Eigenvektor ist ein Vektor, der mit einer Matrix mul-
tipliziert sich selbst gestreckt/gestaucht ergibt, sodass gilt: A 7 = X\ * 7.
Dieser Eigenwert gibt an, wie sich die Matrix fiir den Grenzzustand verhélt
und ob dieser Prozess in bestimmte Richtungen konvergiert, d.h. sich einem
Grenzverhalten néhert.

Dafiir subtrahiert man eine Einheitsmatrix mit A anstatt von 1 in der Haupt-
diagonale von der Matrix, von der der Eigenvektor und -wert gefunden werden

soll. Zur Vereinfachung wird eine 2 x 2 Matrix verwendet:

0,4 0,9 A0y (0,4—A 0,9

0,6 0,1 0 A 0,6 0,1—A\
Daraus wird nun die Determinante berechnet, welche sich aus der Formel
det(A) = aqq * agy — agy x ajp ergibt. Fiir eine 3 = 3 Matrix betrdgt die Formel:
det(A) = Q11 * Qg * 433 1 Q12 * Qg3 * A31 + A13 * Q21 * A32 — A31 * A2 * A13 — A32 *

Q23 * A11 — A33 * A21 * Q12

Angewandt bedeutet es fiir unser Beispiel:

det(A) = (0,4 —XN) % (0,1 =X) —0,6%0,9=X>—0,5%A—0,5

12



Die Gleichung, die wir nun erhalten haben, ist eine quadratische Funktion.

Von dieser werden nun die Nullstellen berechnet:
M —0,5%¥A—0,0=0X=-0,5VA=1

Somit haben wir die beiden Eigenwerte A\ = —0,5; Ay = 1.

Wenn man die Eigenwerte betrachtet, gibt es drei Moglichkeiten an Eigenwer-
ten:

a) Alle Eigenwerte sind kleiner als Eins, so zerfallt (konvergiert) der Prozess
gegen Null([L10], Seite 54).

b) Ein Eigenwert ist Eins, der andere ist kleiner als Eins, so konvergiert der
Prozess (er ndhert sich selbst an)([10], Seite 54).

c) Ist einer der beiden Eigenwerte grofier als Eins, so wéchst der Prozess be-
liebig an ([10], Seite 54).

Es ist zu beachten, dass der Eigenwert einer stochastischen Matrix maximal
Eins sein kann ([10], Seite 44), dies ist auf die maximale Spaltensumme, welche
auch Eins ist, zurtickzufiihren.

In unserem Beispiel, wo ein Eigenwert Eins ist und der andere negativ, tritt
somit Fall b) ein. Der Prozess nihert sich somit selbst an. Dies kann rechne-

risch bestéatigt werden:
g (04 0.9) e _ (0,600 0,599) 0 _ (0,6 0,6
0,6 0,1/’ 0,400 0,401/ 0,4 0,4

Man erkennt hier, dass die Matrix mit steigender Anzahl an Durchlaufen zu-
sammenléuft, sodass fiir n — oo der Prozess konvergiert.

Es stellt sich nun die Frage, ob man den Grenzvektor immer von der Anfangs-
verteilung unabhingig machen kann. Im ersten Beispiel ist bewiesenermaflen
der Grenzzustand unabhéngig von der Verteilung der Zustdnde zu Anfang.

Dies ist jedoch nicht immer so. Betrachten wir daher folgendes Beispiel:

0,4 0,8 0 0,571 0,571 0
A=10,6 0,2 0] ([10], Seite 54), A’ = [ 0,429 0,429 0
0 0 1 0 0 1

Um nun einen Grenzwert zu symbolisieren, wurde die Matrix nach 1000 Durchgéngen
berechnet (entspricht fast der Grenzmatrix, da mit steigender Anzahl an Durchlaufen

die Matrix der Grenzmatrix mehr und mehr entspricht).
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Es ist bereits auffillig, dass anders als in dem ersten Beispiel, nicht jedes
Element einer Zeile gleich ist. Daraus kénnte man schlieSen, dass der Anfangs-
bestand nun doch von Bedeutung ist. Es werden zwei verschiedene Anfangs-

bestinde getestet:

50 57,143
vigoo = A0 % | 50 | = | 42,857

0 0

0 28,571
V100 = A% % | 50 | = | 21,429

50 50

Jetzt kann bestétigt werden, dass der Anfangszustand nun doch sehr entschei-
dend ist. Sind nicht alle Elemente einer Zeile gleich, so kann man festhalten,
dass es keinen eindeutigen Grenzvektor vg, gibt. Dies kann man auch anhand
von Eigenwerten feststellen.

Zuerst berechtet man den Eigenwert mithilfe der Determinante:
det(A) = (0,4 =N *(0,2—= N *(a—A) —1%0,6%0,8=—-N+1,6%\>—\+0,4
Es werden nun die Nullstellen berechnet:

0=-XN+1,6xN - +04=)=1

Bei einer kubischen Funktion miisste es drei Nullstellen geben; da hier die ein-
zige Losung 1 ist, dies ist somit ein mehrfacher Figenwert. Dieser mehrfache
Eigenwert von 1 hat die Besonderheit, dass die Spalten der Grenzmatrix von-
einander verschieden sind und deswegen die Grenzverteilung v, von der Start-
verteilung abhéngig ist ([10], Seite 54). Ist die 1 nur einmal als Eigenvektor
vertreten (einfacher Eigenwert), so ist der Grenzvektor vy, vom Anfangszu-
stand unabhéngig.

—In dem Beispiel mit den mehrfachen Eigenwerten gibt es somit keinen ein-

deutigen Grenzvektor.
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4 Reflexion iiber Sinnhaftigkeit im Unterricht

In dieser Facharbeit wurden stochastische Prozesse vorgestellt und es wurde
gezeigt, wie man diese mithilfe von Matrizen darstellen und untersuchen kann.
Dabei stellte sich die Frage, ob es sinnvoll war, dass das Thema der stochasti-
schen Prozesse aus dem Kerncurriculum der gymnasialen Oberstufe gestrichen
wurde und kein Bestandteil des Abiturs mehr ist.

Ein Vorteil der stochastischen Prozesse ist es, dass diese durch realitatsnahe
Vorgénge wie Miinzspiele oder dhnliche ,,Gliicksspiele* einfach dargestellt wer-
den konnen. Dies hat zur Folge, dass Schiiler und Schiilerinnen durch solche
praktische Anwendungen die Theorie zu stochastischen Prozessen leicht ver-
stehen konnen.

Ein weiterer Vorteil der Verwendung von Matrizen besteht darin, dass die
Schiiler und Schiilerinnen zeitgleich zur Stochastik auch stark ausgeprégte
Grundlagen der Matrizen erlernen, welche eine perfekte Vorbereitung fiir na-
turwissenschaftliche Studienginge oder Ausbildungen bieten. Da Matrizen in
fast allen MINT-Fachern ihre Anwendung finden, ist es sehr sinnvoll, bereits
in der Schule moéglichst viel tiber sie zu erfahren und zu lernen.

Ein kleines Problem ist jedoch, dass komplexere stochastische Prozesse schwer
zu visualisieren sind und deswegen deren ErschlieBung fiir viele Schiiler und
Schiilerinnen schwer verstédndlich sein kann. Das geschieht meistens, wenn die
Prozesse sehr theoretisch aufgebaut sind und keinen Bezug zur Wirklichkeit
haben, was dadurch den Lernfortschritt beeintrachtigen konnte.

Dennoch bin ich der Meinung, dass stochastische Prozesse in das Kerncur-
riculum der Mathematik fiir die gymnasiale Oberstufe des Landes Nieder-
sachsens wieder aufgenommen werden sollen, da die obigen Vorteile eindeu-
tig iiberwiegen. Besonders die Verwendung von Matrizen erachte ich als be-
sonders sinnvoll, da dadurch solche Prozesse strukturierter dargestellt werden
und Zustande einfach berechnet werden kénnen. Sie bilden somit eine niitzliche

Erweiterung des bereits vorhandenen Themas der Stochastik.
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