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1 Einleitung

Das Gehirn ist fiir den Menschen eines der interessantesten Forschungsgebiete,
da diesem all seine Gedanken entspringen und es fiir die Steuerung unseres
Korpers zusténdig ist. Durch das Gehirn werden Wahrnehmung und Denken
erst ermoglicht. Doch das Gehirn stellt Hirnforscher wiederholt vor Heraus-
forderungen, da es eine hohe Komplexitit aufweist. Es besteht aus etwa 100
Milliarden Nervenzellen, die miteinander vernetzt sind und komplexe Netz-
werke bilden. Die genaue Funktionsweise dieser Netzwerke und wie sie zur
Entstehung von Bewusstsein, Intelligenz und Verhalten beitragen, sind noch
nicht vollstdandig verstanden. Um dieses Organ genauer zu untersuchen, dar-
stellen zu konnen und zu analysieren, bedarf es einer Losung.

Findet die Graphentheorie Anwendung in der Neurobiologie und wenn ja, wel-
chen Nutzen hat sie? Kann die Graphentheorie die Komplezitdt neuronaler

Netzwerke darstellen und analysieren?

2 Definition von Graphen und weitere Begriff-
lichkeiten

Ein Graph (griechisch: Schrift) ist eine abstrakte Darstellung von Objekten
und deren Beziehung zueinander und besteht tiblicherweise aus Linien und
Punkten. Wie diese Punkte und Linien gezeichnet werden, héngt vom Zweck
und der Asthetik ab. Ein Graph reduziert die Komplexitét eines Sachverhaltes
und stellt diesen bildlich und vereinfacht dar.

Die Linien nennt man dabei Kanten und die Punkte Knoten oder auch Ecken.

; ) (D) (©

Abbildung 1: Drei Beispiele fiir Graphen

Ein einfacher Graph stellt zwei Objekte, A und B, und ihre Verbindung
dar (Abb. a). Dabei sind einzelne Knoten jedoch nicht zwingend mit Kanten
verbunden (Abb. b) oder kénnen sogar durch zwei oder mehr Kanten verbun-
den sein (Abb. c).

Ein Graph G ist ein Paar G = (V, E) disjunkter Mengen!, dabei steht V fiir

L. getrennt; Zwei Menngen sind disjunkt, wenn sie kein gemeinsames Element haben.



vertices, das englische Wort fiir Knoten, und E fir edges, englisch fiir Kanten.
Héufig werden die Kanten in einem Graphen also auch e, es, usw. benannt
und gleichzeitig durchnummeriert. Ein Knoten v ist also v € V' und eine Kan-
te e ist e € F. Dabei sind die Elemente von E jeweils immer zwei-elementige
Teilmengen von V', da eine Kante e formal als e = (v, v9) dargestellt wird.

Die Anzahl der Knoten wird héaufig mit n bezeichnet; ein Graph hat also n
Knoten, da n = |V|. Ebenso wird die Anzahl der Kanten mit m wiedergege-

ben; ein Graph hat also m Kanten, da m = |E]|.

Beispiel: Elektrische Impulsiibertragung zwischen Neuronen

Als weiteres Beispiel bilde ich bereits ndherungsweise einen abstrakten Gra-
phen des Nervensystems. Zunéchst ist zu verstehen, dass die Neuronen durch
die Ubertragung elektrischer Impulse verbunden sind. (Der genaue Aufbau und
die Funktionsweise wird im weiteren Verlauf erldutert, wenn die Problemfrage
nach den Erklarungen graphentheoretischer Begriffe direkt aufgegriffen wird.
siehe 8 S.14))

Um das Senden elektrischer Impulse im Gehirn zwischen Neuronen zu verdeut-
lichen, werden die Neuronen als Fcken und die Wege der Impulse als Kanten

dargestellt. Im Beispiel werden sechs Neuronen interpretiert A-F. Es wird die
Menge V = (A, B,C, D, E, F) betrachtet.?

Abbildung 2: Erste graphische Anndherung an die Entsendung elektrischer
Impulse zwischen Neuronen im Gehirn

Zur Verdeutlichung wird der Graph ZI* = (I, N) genannt. Bei einer einfa-
chen Verbindung von Neuronen verlauft der entsendete Impuls immer nur in
eine Richtung und ein Neuron kann entweder nur Empfianger oder nur Absen-
der des gleichen Impulses sein. Der Graph hat also die Richtung der Impulse

und die Relation zwischen den Neuronen anzuzeigen.®

Zygl. Diestel(2017)[4] ,S.2f und Tittman(2003)[16]
3vgl. Batschelet(2013)[1],S.55

471 fiir zerebrale Impulse, I= Impulse, N= Neuronen
Svgl. Batschelet(2013)[1],S.56



3 Eigenschaften von Graphen

Um die Beziehung zwischen Objekten und ihre Merkmale aufzuzeigen, muss
der Graph verschiedene Eigenschaften aufweisen koénnen. Anhand des Neuro-

nenbeispiels wird diese Problematik deutlich.

3.1 Gerichtete und ungerichtete Graphen

Bei gerichteten und ungerichteten Graphen liegt der Unterschied in der Art der
Kanten zwischen den Knoten. Verlauft eine Kante, wie im Neuronenbeispiel,
nur in eine Richtung, wird diese als Pfeil dargestellt und der Graph ist gerich-
tet. Es wird also ein Knoten als Ausgangspunkt und ein anderer Knoten als
Endpunkt der Kante festegelegt. Bei ungerichteten Graphen besteht lediglich
eine einfache Verbindung zwischen den Knoten und die Kante kann in beide
Richtungen genutzt werden. Die Menge E der Kanten ist bei ungerichteten
Graphen eine Teilmenge aller zwei-elementigen Teilmengen V. Bei gerichte-
ten Graphen ist E ebenfalls zwei-elementig, jedoch lediglich die Teilmenge von
Paaren, die durch das kartesische Produkt® V72V etntstehen.®

v W@,

Abbildung 3: Gerichteter (a) und ungerichteter (b) Graph

Beispiel: Elekrische Impulsiibetragung zwischen Neuronen
Bezogen auf das Senden von elektrischen Impulsen im Neuronensystem, liegt
also ein gerichteter Graph vor, da die Impulse lediglich in eine Richtung ent-
sendet werden konnen.

Das Neuron A in der Abbildung 4 kann lediglich die entsendeten Impulse von
Neuron B und D empfangen, wahrend das Neuron C sowohl elektrische Impul-
se entsenden kann als auch einen von Neuron F empfangen.

Diese Beziehungen lassen sich als Paar darstellen, wie z.B. (B,A), also "Das
Neuron B kann Impulse zu Neuron A senden”. Méchte man nun alle Beziehun-
gen darstellen, so ist dies durch die Produktmenge V'V moglich, die alle 36
Paare anzeigt. Die jedoch tatséchlich existierenden Paare sind lediglich eine

Teilmenge von VV. Diese Teilmenge wird mit R bezeichnet.?

R=(B,A);(D,A);(D,B);(C,B); (C,D); (C, E); (F,C); (F, D); (E, D); (E, F)

Sauch Mengenprodukt genannt, erzeugt aus bereits gegebenen Mengen eine neue Menge
"die bereits gegebene Menge der Knoten

8vgl. Tittmann(2003)[16];S.128f, S.132

9vgl. Batschelet(2013)[1], S.55



Abbildung 4: Graph zur Entsendung elektrischer Impulse zwischen Neuronen
im Gehirn; mit und ohne beschriftete Kanten

Da alle Knoten in Verbindung miteinander stehen, wird dieser Graph als stark

zusammenhéngend bezeichnet. Doch was bedeutet das ?

3.2 Stark, schwach und nicht zusammenhingende Gra-

phen

Es lasst sich zwischen stark, schwach und nicht zusammenhédngenden Graphen
unterscheiden. Ein Graph, der Knoten aufweist, die keine verbindende Kante
haben, sind unzusammenhéngend. Schwach zusammenhéngende Graphen sind
Modelle, die eine ungerichtete Kante zwischen zwei Knoten aufweisen. Stark
zusammenhéngend sind Graphen dann, wenn Knoten durch gerichtete Kanten

verbunden sind.!?

3.3 Gewichtete und ungewichtete Graphen

Zusétzlich zur Richtung der Kanten kann auch deren Gewichtung Einfluss auf
die graphische Darstellung haben. Es wird unterschieden zwischen gewichteten
und ungewichteten Graphen. Bei einem gewichteten Graphen erhélt jede Kan-
te ein sogenanntes Gewicht, was z.B. den unterschiedlichen Abstand zwischen
zwei Orten oder die unterschiedlichen Kosten einer Reise angeben kann. Dies

ist besonders bei Karten und Strecken ausschlaggebend.!!

Der Graph in Abbildung 5 hat die Kantengewichte 3, 2, 5 und 11. Der Weg
von Knoten Z zu Knoten W hat hohere sogenannte Kosten, als der Weg von Z
Y. |ZW| =11 > |ZY| = 2. Diese zusétzliche Charakterisierung der Kanten

kann Netzwerke detailreicher abbilden und lasst weitere Analyseschritte zu.

10ygl. Diestel(2006)(5],S.10f
Hyel. Krischke und Répeke(2014)[10](S.29-32) und Knebl(2021)[8](S.253f)
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Abbildung 5: Gewichteter Graph

3.4 Pfade und Kreise

Pfade sind sogenannte Kantenfolgen. Sie beschreiben den Weg von einem Kno-
ten vy iiber andere Knoten vy 1 zu Knoten vy. Dabei werden auch die Kan-
ten ey, ..., ex notiert. Ein Beispiel fiir einen Pfad ist: vy, eq,v9, €2, v3 .

In der Graphentheorie ist ein Kreis ein Pfad, der zum Ausgangsknoten zuriickfiihrt
und keine Kanten oder Knoten mehr als einmal durchlauft. Es ist also eine
geschlossene Kantenfolge und der erste Knoten vy ist somit auch der letzte
Knoten der Folge. Es gilt also v; = vy, vi, steht hier fiir den letzten Knoten der
Folge. Beispiel fiir eine geschlossene Kantenfolge ist vy, e, v9, €9, v3, €3, v1 Ein
Kreis kann auch als Zyklus bezeichnet werden. Es gibt verschiedene Arten von
Kreisen in Graphen, wie zum Beispiel einfache Kreise, die keine Knoten oder
Kanten doppelt durchlaufen, und gerichtete Kreise, die in einem gerichteten
Graphen nur in eine Richtung durchlaufen werden kénnen.'?

Kreise konnen als Merkmal einem Graphen weitere Eigenschaften zuschrei-
ben. Im Beispielgraph ZI befindet sich ebenfalls ein Kreis, ein gerichteter,

zwischen den Knoten C, E und F. Die Folge ist also:

el0

e7
E7 €10, F7 €7, Cu €5, E

Abbildung 6: Kantenfolge und Kreis im als Teilgraph

3.5 Isomorphie in der Graphentheorie

In der Graphentheorie bedeutet Isomorphie, dass zwei Graphen die gleiche
Struktur haben, aber méglicherweise unterschiedliche Beschriftungen ihrer Kno-
ten und/oder Kanten besitzen. Formal ausgedriickt sind zwei Graphen G und
H isomorph (geschrieben GH), wenn es eine bijektive Funktion f gibt, die je-

dem Knoten von G einen Knoten von H zuordnet und jeder Kante von G

12y¢l. Diestel(1996)[5],S.10f und Krischke und Ropcke(2014)[10],S.21f



eine Kante von H zuordnet, so dass die Struktur der beiden Graphen erhalten
bleibt. Die Isomorphie-Beziehung zwischen Graphen ist eine wichtige Konzept
in der Graphentheorie, da sie es ermoglicht, die Strukturen von Graphen zu
vergleichen und zu identifizieren, die auf den ersten Blick unterschiedlich aus-
sehen mogen. Isomorphie ist auch ein wichtiges Werkzeug fiir die Entwicklung
von Algorithmen, da sie es ermoglicht, Algorithmen fiir einen Graphen auf

einen anderen Graphen zu iibertragen, der isomorph zu ihm ist.*

N 8

Abbildung 7: Zwei Graphen, die isomorph zueinander sind

Die Graphen a) und b) sind isomoprh zueinander, denn man kann Knoten
C so verschieben, dass die Graphen eindeutig deckungsgleich werden. n =
4,m =5 also G, = G,

4 Knotengrad

Wichtig fiir die Darstellung von biologischen Relationen ist auch der sogenann-
te Knotengrad. Dieser sagt grundsétzlich aus, wie viele Kanten in einen Knoten
ein- oder aus einem Knoten herausgehen. Der Knotengrad ist fiir die Analyse
und Klassifizierung von Graphen ausschlaggebend. Der Grad eines Knotens ist
jedoch unterschiedlich bei gerichteten und ungerichteten Graphen.

Hat ein Knoten einen Grad von 0, ist er ein isolierter Knoten.!4

4.1 Knotengrad bei ungerichteten Graphen

Im Falle eines ungerichteten Graphen beschreibt der Grad dg(b) eines Knotens
b also lediglich die Anzahl |E(b)| der mit Knoten b inzidenten'® Kanten. Da
bei ungerichteten Graphen ohne Mehrfachkanten eine Kante immer mit dem
einen Knoten b und dem Nachbarknoten ¢ des Knotens b verbunden ist, ist
der Knotengrad dg(b) = Ng(b) der Menge der Nachbarn von Knoten b. Bei
Graphen mit Mehrfachkanten gilt dies jedoch nicht, wie es im Beispiel deutlich

wird.16

13ygl. Tittmann(2003)[16],S.28

Hygl. Diestel(1996)[5],S.5f

15in Relation stehenden; eine Kante ist inzident zu einem Knoten, wenn sie verbunden
sind

16ygl. Krischke und Répcke(2014)[10],5.18-20




‘G (1)
d(a) = 4,d(b) = 2,d(c) = 3,d(d) = 0

Abbildung 8: Graph mit Knotengraden

Der Minimalgrad eines Graphen ist 6(G) := min[d(b)|b € V] definiert und
der Maximalgrad A(G) := max[d(b)|b € V]. Der Durchschnittsgrad lasst sich
folglich durch die Summe aller Grade geteilt durch die Anzahl aller Knoten

berechnen. 17

d(G) = E*’E"V/‘f(b)

4.2 Knotengrad bei gerichteten Graphen

Bei gerichteten Graphen jedoch wird zwischen Eingangs- und Ausgangsgrad
unterschieden, also wie viele Kanten in einen Knoten eingehen und wie viele
von ihm ausgehen. Bei der Notierung des Grades wird zuerst der Eingangs-
grad (E) und anschlieBend der Ausgangsgrad (A) eines Knoten (V) notiert.
d(V) = (E,A) Der Knotengrad kann daher als Klassifizierung besonderer
Knoten fungieren. Ein Knoten ohne Eingangsgrad wird daher Quelle genannt
und ein Knoten ohne Ausgangsgrad Senke. Als zentraler Knoten wird in vie-
len Zusammenhéngen ein Knoten mit hohem Eingangsgrad bezeichnet. Dieser
kann also eine bedeutendere Rolle in Netzwerken annehmen. Unwichtiger sind
dann Knoten, die einen niedrigen Eingangsgrad haben, sogenannte periphere
Knoten. Je nach Problemfrage lassen sich also Knoten nach dem Knotengrad
kategorisieren.'®
Beispiel Impulsiibetragung zwischen Neuronen, Knotengrade

Auch bei der Darstellung der Neuronen lassen sich Knotengrade bestimmen.
Diese zeigen die Wichtigkeit bestimmter Neuronen auf. Knoten A wird hier als
Senke bezeichnet aufgrund des Ausgangsgrad 0. Knoten C hat den hochsten
Ausgangsgrad und hat daher in der Impulsweiterleitung die groite Auswahl
an Richtungen. Knoten D hat den hochsten Eingangsgrad und ist daher ein

schwaches (lediglich schwach, da der Unterschied nicht verheerend ist) Zentrum

17vgl. Diestel(1996)[5],S.5 und Tittmann(2003)[16],S.14
18yvgl. Diestel(1996)[5];S.15f, S.131



der elektrischen Impulse.

d(A) = (270)7d(B> = (27 1),d(0) = (173>7d<D> = (3,2),d<E) = (172)7d(F> - (172)

5 Darstellung der Graphen in Matrizen

Um Graphen auch auf andere Art darzustellen, gibt es Matrizen, die dies

ermoglichen. Durch sie wird der Fokus auf bestimmte Beziehungen gelegt.

5.1 Adjazenzmatrix und Adjazenzliste

Eine Adjazenzmatrix zeigt die Beziehungen zwischen den Knoten eines Gra-
phen auf. Der Begriff adjazenz kommt vom lateinischen Verb adiacere, was
"beiliegen”heift. Diese Matrix fokussiert sich dementsprechend auf die Be-
nachbarung der Knoten. Es ist eine Matrix, in der Knoten n x n dargestellt
werden. Eine Adjazenzmatrix ist eine quadratische Matrix, die die Anzahl der
Knoten des Graphen als Zeilen und Spalten hat. In der Matrix wird an der
Position (A,B) eine 1 eingetragen, wenn es eine Kante vom Knoten A zum
Knoten B gibt, ansonsten wird eine 0 eingetragen.!®

Die Adjazenzmatrix ermdglicht eine schnelle Uberpriifung, ob es eine Kante
zwischen zwei Knoten gibt, da dies direkt in der Matrix abgelesen werden
kann. Die Matrix kann auch zur Berechnung von Pfaden und zur Analyse der
Eigenschaften des Graphen verwendet werden.

In einem ungerichteten Graphen ist die Adjazenzmatrix symmetrisch, da
die Kanten zwischen den Knoten in beide Richtungen verlaufen.

In einem gerichteten Graphen kann die Adjazenzmatrix unsymmetrisch

sein, da die Kanten nur in einer Richtung verlaufen kénnen.

Eine alternative Darstellung eines Graphen ist die Adjazenzliste, die fiir
jeden Knoten eine Liste der benachbarten Knoten enthélt. Die Adjazenzliste
benotigt in der Regel weniger Speicherplatz als die Adjazenzmatrix, da nur die
Verbindungen zwischen den Knoten gespeichert werden miissen. Allerdings ist
die Suche nach einer bestimmten Kante in der Adjazenzliste aufwandiger als

in der Adjazenzmatrix.

9ygl. Tittmann(2003)[16],S.30



Beispiel: Elekrische Impulsiibetragung zwischen Neuronen

A|B|C|D|E|F
A

B|1

C 1 111
D|1]1

E 1 1
F 171

Abbildung 9: Adjazenzmatrix des gerichteten Graphen ZI(siehe 2 S.2

5.2 Inzidenzmatrix und Inzidenzliste

In der Graphentheorie wird eine Inzidenzmatrix verwendet, um die Beziehun-
gen zwischen Knoten und Kanten in einem Graphen darzustellen, welche Kante
an welchem Knoten anliegt, der Fokus liegt abermals auf einer anderen Art
der Beziehung. Eine Inzidenzmatrix ist eine rechteckige Matrix mit der Anzahl
der Knoten als Zeilen und der Anzahl der Kanten als Spalten. In der Matrix
wird an der Position (A,el) eine 1 eingetragen, wenn der Knoten A mit der
Kante el verbunden ist, ansonsten wird eine 0 eingetragen.?’

Im Gegensatz zur Adjazenzmatrix enthélt die Inzidenzmatrix Informationen
iiber die Verbindung zwischen Knoten und Kanten und nicht nur zwischen
Knoten. Daher kann die Inzidenzmatrix verwendet werden, um verschiedene
Arten von Graphen darzustellen, einschliellich gerichteter Graphen und Gra-

phen mit Schleifen oder Mehrfachkanten.

Im Gegensatz zur Inzidenzmatrix, die die Beziehungen zwischen Knoten
und Kanten in einem Graphen in einer Matrix darstellt, verwendet die In-
zidenzliste eine Liste der Kanten und ihrer zugehorigen Knoten. Fiir jede
Kante im Graphen wird in der Inzidenzliste eine Zeile erstellt, die die beiden
Knoten enthélt, die durch die Kante verbunden sind. Diese Zeile kann auch In-

formationen iiber das Gewicht oder andere Eigenschaften der Kante enthalten.

20ygl. Tittmann(2003)[16], S.33



Beispiel: Elekrische Impulsiibetragung zwischen Neuronen

el e2 e3 ed eb eb e7 e8 €9 ell
Al-1 0 O -1 0 0 0 0 O 0
B, 1 -1 0 O O O 0O 0 -1 0
c| 0 1 1 0o 1 0 -1 0 0 0
D| 0 0 -1 1 0 -1 0 -1 1 0
Ef 0 0 0O 0 -1 1 0 0 0 1
Fr 0 0 0O O 0 0 1 1 0 -1

Abbildung 10: Inzidenzmatrix des gerichteten Graph ZI (siehe 2 5.2)

6 Algorithmen

In der Graphentheorie gibt es viele Algorithmen, die verwendet werden, um
Probleme im Zusammenhang mit Graphen zu lésen. Hier sind einige wichtige
Algorithmen der Graphentheorie gelistet: Breitensuche, Tiefensuche, Greedy-
Algorithmus, Dijkstra-Algorithmus, Kruskal-Algorithmus, Bellman-Ford-Algorithmus.
Um einen Algorithmus anzuwenden, ist ein gewichteter Graph vorausgesetzt.

Das Gewicht kann hier fiir Kilometeranzahlen zwischen zwei Orten oder fiir

die Kosten einer Reise stehen.

Algorithmen werden zum Beispiel fiir die Berechnung kiirzester oder giinstigster

Wege genutzt. Oder wie oft ein Knoten u durchkreuzt wird, wenn man vom
Knoten v ausgeht. Auch in den Neurowissenschaften werden zur genaueren

Erforschung und Analyse der neuronalen Netze Algorithmen angewandt.

6.1 Greedy-Algorithmus

Der Greedy(engl.: gierig)-Algorithmus ist der wohl bekannteste Algorithmus.
Auf diesem basieren viele andere Algorithmen. Er liefert eine schnelle Losung
fiir den kiirzesten Weg, aber hiufig keine optimale Losung, da er lediglich die
aktuell am niedrigsten gewichtete Kante berticksichtigt und nicht den insge-
samt kiirzesten Weg.

Um diesen Algorithmus anwenden zu koénnen, darf ein Graph keine negativen

Gewichte aufweisen. 2!

21ygl. Horst(2012)[7], S.1
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Abbildung 11: Gewichteter Graph mit Ausgangsknoten P

Der Greedy-Algorithmus bestimmt in dem in Abbildung 11 abgebildeten
Graphen den Weg von Knoten P, dem Ausgangsknoten, zu Knoten R den Weg
iiber die Knoten Q und S, also iiber die blaue, violette und orange Kante, als
den kiirzesten Weg, da er sich immer fiir die jeweils niedrigste gewichtete Kante
entscheidet. Nach dem Greedy-Algoritmus ist |PR| = |PQ| + |QS| + |SR| =
2+ 2+ 5 =10 der Kostenbetrag.

Jedoch ist schnell erkannt, dass dieser Weg zwar der aktuell schnellste Weg
ist, aber nicht der insgesamt kiirzeste Weg. |PR| = |PQ| + |SR| =2+6 =
8 < |PQ|+ |QS|+ |SR| = 10. Auch der Weg tiber Knoten S zu Knoten R
ist, nicht der kiirzestete, aber dennoch kiirzer. Zwar ist die griine Kante hoher
gewichtet als die blaue Kante und scheint daher ungtinstiger, jedoch ist die
Summe der Gewichte der griinen Kante und der orangen Kante geringer, als
die Summe der Gewichte der blauen, violetten und orangen Kante. Somit zeigt
der Algorithmus schnell die aktuell optimale Losung an, was fiir kurzfristige
Probleme sinnvoll ist, liefert aber langfristig nicht die erwiinschte Antwort.??

Fiir solche Art von Problemen eignet sich ein anderer Algorithmus besser.

6.2 Dijkstra-Algorithmus

Der Dijkstra-Algorithmus gehort zu der Klasse der Greedy-Algorithmen, er-
mittelt aber im Gegenteil zu diesem den insgesamt kiirzesten Weg und liefert
somit eine optimale Losung. Um den Algorithmus des niederlédndischen Infor-
matiker Edsger Dijkstra zu verwenden, ist es sinnvoll (besonders fiir komple-
xere Graphen als in Abbildung 11) diesen erst zu initialisieren. Zur Ubersicht

23 wird eine Tabelle angelegt. Die Spalten werden hier mit der

der Iterationen
Anzahl der Iterationen und den Knoten betitelt. In den Zeilen werden dann
in jeder Iteration die Kantengewichte, die typischerweise als Kosten bezeich-
net werden, der Knoten und dessen Vorganger eingetragen. In jeder Iteration

werden ein Knoten und dessen direkte Nachfolger betrachtet.?*

Zuerst wird der Ausgangsknoten P betrachtet. Da er der Startpunkt ist, hat

22ygl. Matzer und Litzel(2019)[11]

Bwiederholte Anwendung des gleichen Prozesses auf bereits gewonnene Zwischenwerte
Definition nach: Wérterbuch Oxford Languages

24ygl. Krischke und Ropcke(2014)[10], S.56-60
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Iteration Pl Q|IR|S
0 Kosten 0|oco| 00|00
Vorgéanger | - | - | - | -

Tabelle 1: Initialisierung des Algorithmus zum Graphen in Abb. 11,
Iteration O

er keine Vorgidnger und keine Kosten. Dementsprechend wird fiir die Kosten
eine 0 eingetragen. Die anderen Knoten erhalten zu Beginn Kosten von oo, da
sie noch unbekannt sind.

In Iteration 1 werden nun die Nachfolger von P, die Knoten Q und S betrachtet.

Iteration P QIR|S
0 Kosten 0]oco| 00| o0
Vorgénger | - | - | - | -

1 Kosten 0| 2 |oo| 3
ausgewdhit P | Vorganger | - | P | - | P

Tabelle 2: Initialisierung des Algorithmus zum Graphen in Abb. 11,
Iteration 1

Der Knoten Q erhalt den Wert 2 als Kosten, da die blaue Kante ein Gewicht
von 2 hat. |PQ| = 2 Der Vorgénger ist Knoten P. Auf gleiche Weise wird 3 als
Kostenwert fiir Knoten S notiert und der Vorgéanger ist ebenfalls P. |PS| =3
In der 2. Iteration wird nun der Knoten Q betrachtet, da die Kosten dieses
Knotens geringer sind als die von Knoten S. Da der kiirzeste Weg gesucht wird,
werden immer die niedrigsten Kosten betrachtet. Die Nachfolger von Knoten
Q sind die Knoten S und R.

Iteration P QIR|S
0 Kosten 0]oo| 00|
Vorganger | - | - | - | -

1 Kosten 0] 2 |oc0| 3
ausgewdhlt P | Vorgénger | - | P | - | P
2 Kosten 02813
ausgewdhlt Q | Vorganger | - | P | Q | P

Tabelle 3: Initialisierung des Algorithmus zum Graphen in Abb. 11,
Iteration 2

Dem Knoten R werden hier die Kosten von 8 zugeordnet, da |PR| =
|PQ| + |QS] = 2+ 6 = 8. In der 2. Iteration wird also die Summe der Kan-
tengewichte eingetragen. Der Vorginger zu Knoten R ist Knoten Q. Wiirde
man nach diesem Schema weiter vorgehen, wéren die Kosten fiir Knoten S 4
und der Vorgénger ist Knoten Q. Jedoch ist der direkte Weg von Knoten P
zu Knoten S kiirzer und die Kosten betragen lediglich 3 und somit bleibt die
vorherige Notation aus Iteration 1 bestehen.

Da nun alle kiirzesten Wege dargestellt sind, wird der Algorithmus abgebro-
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chen. Nun lassen sich die kiirzesten Wege rekursiv aus der Tabelle auslesen
und es wird deutlich, dass der Weg, um vom Ausgangsknoten den Knoten R
zu erreichen, |PR| = |PQ| + |QR| = 8 am kiirzesten ist.?

7 Arten von Graphen

Um Graphen zu ordnen und zu klassifizieren gibt es verschiedene Arten von
Graphen. Im Folgenden sind einige Beispiele aufgelistet: Bipartiter Graph,
Sterngraph, Baum, Wald, Digraph, Hypergraph, Planarer Graph und Mul-
tigraph. Da die Arten von Graphen im weiteren Verlauf keine grofie Rolle
spielen, werden diese im begrenzten Umfang dieser Arbeit weitestgehend ver-

nachléssigt.

Untergraph
Interessant fiir die Betrachtung verschiedener aus der Neurobiologie abstra-
hierter Graphen sind auch Untergraphen, die aus einer Teilmenge von Knoten
und Kanten eines anderen Graphen gebildet wird. Mit anderen Worten, ein
Untergraph ist ein Graph, der aus einem gréferen Graphen herausgeschnitten

wurde, indem eine Teilmenge seiner Knoten und Kanten entfernt wurde.?¢

Beispiel: Elekrische Impulsiibetragung zwischen Neuronen

(D—®)

Abbildung 12: Teilgraph ZI'=(I',N’) von ZI (siehe oben: 2 5.2)

Als Untergraph der Verbindungen kann man z.B. lediglich die Teilmengen
V'=A,B,D und E' = ey, e4, eg betrachten und somit den Kreis ausschlieflen.
So kann man sich bei der Analyse eines Netzwerkes auf einen spezifischen Teil

fokussieren, wenn z.B. ein medizinischer Defekt an dieser Stelle auftritt.

25ygl. Haftendorn(2019)[6], S.76-79 und Studyflix[15]
26ygl. Diestel(1996)[5], S.4f
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8 Graphentheorie anhand der Biologie der Ner-

venzelle im Gehirn

Das Gehirn besteht aus Milliarden von Neuronen, die miteinander durch syn-
aptische Verkniipfungen verbunden sind. Die Wahrnehmungs- und Gedachtnis-
leistungen des menschlichen Gehirns entstehen durch das Zusammenspiel die-
ser Millionen von Nervenzellen. Fiir das Verstdndnis solcher Systeme erlangt
die Mathematik eine immer grofiere Bedeutung. Anhand der Graphentheorie
lasst sich dieses komplexe neuronale Netzwerk vereinfacht abbilden.

Durch diese Abstrahierung gelang es Hirnforschern, sich der Komplexitat des
zentralen Nervensystems anzundhern und diese als sogenanntes ,, Konnektom*
(Bezeichnung und Definition nach: Spektrum.de[13]) zu verbildlichen. Fragen
wie: ,Wie sind die Netzwerke im Gehirn organisiert? Wie verandern sich diese
Netzwerke im Laufe der Zeit oder bei verschiedenen Zustidnden? Wie héngen
die Figenschaften des Netzwerks mit der Funktion des Gehirns zusammen?*
konnten immer detailreicher beantwortet werden und es wird auch in Zukunft
weiter darauf eingegangen.

Die Graphentheorie ist also hilfreich in der Darstellung und Analyse neuro-
biologischer Relationen. Bereits die Beispiele in Abschnitt 2, die sich zunéchst
ndherungsweise mit diesen Beziehungen beschéftigt haben, beweisen diese The-
se. Um die Abstrahierung der biologisch dargestellten Nervensysteme jedoch
vollends zu begreifen, muss man den Aufbau und die Funktion einer Nerven-

zelle verstehen.

8.1 Aufbau und Funktion der Nervenzelle (Neuron)

Eine Nervenzelle, auch Neuron genannt, hat die Aufgabe einen elektrischen
Impuls zu empfangen und weiterzusenden. Sie besteht aus einem Zellkorper,
dem zahlreiche Fortsédtze entspringen, Dendriten und einem oder mehreren

Axonen.

Abbildung 13: Grundbauplan einer Nervenzelle
a): Zellkorper b): Dendriten c¢): Axon d): Synapse

bearbeitet, URL = https : //www.bio — nickl.de/wordpress/wp — content/uploads/2020/03/B8¢y2euronomplex.jpg
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Die Dendriten sind héufig stark verastelt, wahrend Axone einzelne Fortséitze
darstellen mit einer moglichen Lénge von 1 mm bis zu erstaunlichen 1 m. Ein
Axon leitet die elektrischen Impulse schliellich vom Zellkérper weg bis zur
Synapse. Die Synapse bildet eine Kontaktstelle zwischen einer Nervenzelle
und einer anderen Nervenzelle oder einer Muskelzelle. Die ,Liicke* zwischen
den Zellen wird als synaptischer Spalt bezeichnet, an den zwei verschiedene
Membranbezirke angrenzen. Die praesynaptische Membran, die sich kurz
vor dem Spalt befindet und die postsynaptische Membran, die sich direkt
nach dem Spalt befindet.?”

8.2 Impulsiibertragung

Die Nervenzellen iibertragen Informationen mittels elektrischer Impulse, so-
genannter Aktionspotentiale. ,Uberschreitet das elektrische Potenzial, das
zwischen dem Inneren einer Nervenzelle und seiner Umgebung besteht, einen
kritischen Schwellenwert, wird ein eine tausendstel Sekunde langer Impuls
erzeugt.“ (,Exotisches Feuerwerk im Gehirn“, MPG, Z.15ff)[17] Bei der Im-
pulsiibertragung gibt es zwei Arten der Ubertragung, zwischen denen zu un-
terscheiden ist: die elektrische innerhalb der Nervenzellen und die chemische,
synaptische Ubertragung zwischen zwei Zellen.

Die Impulsiibertragung beginnt, wenn ein Reiz auf die Nervenzelle einwirkt.
Es tritt ein Aktionspotenzial auf und der elektrische Impuls verlauft durch
die Zelle entlang des Axon zum synaptischen Spalt.

In der Synapse sorgt schlieflich das einlaufende Aktionspotenzial fiir eine De-
polarisierung der Membran. Aus den synaptischen Blaschen wird anschlie-
B8end der Neurotransmitter freigesetzt und in den synaptischen Spalt aus-
geschiittet. Durch Diffusion gelangt dieser Ubertragungsstoff zu den Rezep-
toren der postsynaptischen Membran und wird nach dem Schliissel-Schloss-
Prinzip?® gebunden. In der empfangenden Nervenzelle fiihrt dieser Vorgang zu
einer Veranderung des elektrischen Potentials. Membrankanéle?®werden geoffnet
und Ionen kénnen einstrémen, die ein neues Aktionspotenzial verursachen. So-
mit ist der chemische Impuls wieder in einen elektrischen umgewandelt worden.
Bei den Synapsen unterscheidet man zusétzlich zwischen zwei Grundtypen, der
erregenden, der exzitatorischen, Synpase und der hemmenden, der inhibitori-

schen, Synapse.3°

27ygl. Stratil, Ruppert und Kleinert(2010)[14],S.9f
28Passgenauigkeit zweier oder mehrerer Strukturen

29Ngt—, Ca’t— oder Cl~-Pumpen; Kanalproteine in der Membran
30ygl. Stratil, Ruppert und Kleinert(2010)[14], S.13-25
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8.3 Verschiedene Nervenzellentypen

Im Nervensystem des Gehirns gibt es verschiedene Typen von Nervenzellen,

die sich in ihrem Aufbau und dementsprechend ihrer Funktion unterscheiden.

—

Abbildung 14: Verschiedene Nervenzellentypen
1) Unipolares Neuron

2) Bipolares Neuron

3) Multipolares Neuron

bearbeitet, URL = https : //upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/9/92/Neuronsynipimultipseudouni.svg/1200px—
Neuronsqynipimultipseudouni.svg.png

In der Abbildung sind drei Typen gezeigt, die sich in der Anzahl ihrer
Axon-Fortsétze unterscheiden.
1) Der erste Typ ist ein unipolares Neuron, das nur einen Fortsatz (Axon)
hat. Typisch sind diese fiir Sehsinneszellen.
2) Bipolare Neuronen besitzen zwei Fortsétze. Sie sind z.B. im Gleichge-
wichtsorgan anzutreffen.
3) Die multipolaren Neuronen sind der haufigste Nervenzelltyp und befin-
den sich beispielsweise im Riickenmark. Sie besitzen eine Vielzahl an Dendriten

und ein Axon.3!

8.4 Graphische Darstellung der Impulsiibertragung zwi-

schen Nervenzellen

In der graphischen Darstellung wird nun die vollstdndige Nervenzelle - also
Dendriten, Zellkérper und Axon - zum Knoten. Die Kante représentiert hier
also den elektrischen Impuls zur Synapse der Nachbarnervenzelle und ist ge-

richtet, da dieser lediglich in eine Richtung verliuft.3

3lygl. Bear, Connors und Paradiso(2018)[3], S.49f
32vgl. Kree(2003)[9], S.4
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Synapse

Abbildung 15: Abstrahierter Graph
N1,N2: Nervenzellen

S: Synapse

I Elektrischer Impuls

eigene Graphendarstellung mit Ausschnitten aus Abb.15

Neuron 1 sendet elektrische Impulse zur Synapse von Neuron 2.
Diese Abstrahierung von Graphen wird nun auch genutzt, um diese Netzwerke
genauer zu untersuchen. Welches Neuron entsendet welchen Impuls und wel-
cher elektrische Impuls hat einen kiirzeren Weg als ein anderer? Durch die
Analyse von Aktionspotentialen kénnen Forscher Antworten auf diese Fragen
finden und somit ein tieferes Verstindnis fiir die Funktionsweise des Gehirns
erlangen. Diese Analyse wird auf hochkomplexe Art von Neurologen durch-
gefiihrt. | Fin Team von Wissenschaftlern des Max-Planck-Instituts fiir Dyna-
mik und Selbstorganisation, der Universitdt Gottingen und des Bernstein Cen-
ter for Computational Neuroscience Gottingen hat nun eine Methode entwi-
ckelt, mit der sich neuronale Schaltpldne entschliisseln lassen.“ (,Ein Blick auf
den Schaltplan des Gehirns“, Max-Planck-Gesellschaft, (Z.2-5))[12] In stark
vereinfachter Art werde ich ein Verfahren, das dem der Neurowissenschaftler
in den Grundannahmen ahnelt, darstellen und erlautern. Einen Graph direkt
aus der Gewebestruktur herzuleiten, sei aber unmoglich, daher ist eine an-
dere Methode gefunden worden die Aktivitdten der Neuronen aufzuzeichnen
(vgl. ,Ein Blick auf den Schaltplan des Gehirns*, Max-Planck-Gesellschaft,
(Z.13ff))[12]. Mithilfe einer Kalzium-Fluoressenz-Messung lésst sich ein Graph
aus der gleichzeitigen Aufzeichnung von Neuronen abstrahieren. Da bei der
Erregungsiibertragung an der Synapse auch Kalzium-Ionen vorhanden sind,
wird ein Bild gegeben.3?

Anhand dieser Bildgebung wird zwar deutlich, welches Neuron gerade ak-
tiv ist, aber nicht, ob der Verbindungsweg eines elektrischen Impulses zwischen
Neuronen direkt ist oder iiber mehrere Neuronen verteilt. Daher entwickelte

ein neurowissenschaftliches Team unter dem Neurologen Theo Geisel einen Al-

33vgl Max-Planck-Gesellschaft(2012)[12]
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Abbildung 16: Bildgebund der Kalzium-Fluoreszenz-Messung (links) und die
Abstrahierung des Netzwerks (rechts)

Abbildung der Max-Planck-Gesellschaft[12]

gorithmus, der sich mit dieser Fragestellung beschaftigt und Antworten tiber
den Aufbau des Nervensystems gibt.(vgl.  Ein Blick auf den Schaltplan des
Gehirns‘, MPGJ[12], (Z.21))

Im Folgenden abstrahiere ich einen Ausschnitt des Nervensystems als theo-

retischen Graphen. Dieser ist gewichtet, da zusétzlich zu den Verbindungen

Abbildung 17: Abstrahierter Graph Z = (I, N)

auch die Strecke bzw. Zeit, die ein elektrischer Impuls zuriicklegt, dargestellt
wird. Der Graph Z = (I, N) weist also die Kanten iy,...,i12 auf und die Kno-
ten A, ..., H. Die Menge I und die Menge N. Die Kantengewichte sind ohne
Grundlage von Daten zur rein hypothetischen Veranschaulichung gewéhlt. Sie
spiegeln die Strecke, die ein Impuls zurticklegen muss, wieder. Entsendet Neu-
ron A einen Impuls zur Synapse des Neurons H, legt der elektrische Impuls in
dieser Darstellung eine Strecke von 3 zuriick.

Auf diesen Graphen lassen sich nun Algorithmen anwenden, um herauszufin-
den, welche Kanten der elektrische Impuls nutzt und iiber welche Knoten, um

einen moglichst kurzen Weg durchzufiihren.
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8.5 Anwendung des Dijkstra-Algorithmus am Netzwerk

der Neuronen

yotellen Sie sich das menschliche Gehirn als ein Flughafen-Netzwerk vor. Wel-
che Verbindung ist dann die schnellste von Miinster nach Sydney? Und wo sind
die Knotenpunkte? Genau solche Uberlegungen sind auch fiir den Aufbau des
Gehirns relevant.“ (Dr. Jonathan Repple in ,News* der Medizinischen Fakultét
Miinster[2] Z.1-6) Denn anhand von Algorithmen lésst sich durch die Berech-
nung schnellster Wege die Wahrscheinlichkeit eines Signals eines bestimmten
Neurons, ein Impulspotenzial in einem anderen Neuron zu aktivieren, ermit-
teln. Umso kiirzer der Weg, desto hoher die Wahrscheinlichkeit der Auslosung
eines Aktionspotenzials.

Es wird die Nervenzelle A als Ausgangsknoten gewéahlt und nun berechnet,
wie wahrscheinlich es ist, dass Nervenzelle A in einer anderen Nervenzelle ein
Aktionspotenzial auslost.

Hierzu verwende ich den Dijkstra-Algorithmus, da er nicht nur, wie der Greedy-
Algorithmus, den néchstkiirzesten Weg wéhlt, sondern den insgesamt kiirzesten
Weg ermittelt. (siehe 6 S. 10) Zunéchst wird der Algorithmus initialisiert. Zur
Veranschaulichung und Ubersicht hilft hier eine Tabelle. Hierbei werden Itera-

tionen, wie bereits erklirt (siche 6 S.10), angewandt.3!

Iteration A|B|C|D|E|F|G|H
0 Kosten Ol || ||| oo oo
Vorganger | - | - | - | - | - | - | - | -

Tabelle 4: Initialisierung des Algorithmus, Iteration 0

Die Kosten bis zum Startknoten A betragen 0 und da es der Ausgangs-
punkt ist, gibt es keinen Vorgénger. Da die Wege zu den anderen Nervenzellen
zunédchst unbekannt sind, wird fir die Kosten der anderen Knoten ein oo-
Zeichen eingetragen. Anschliefend betrachtet man die Nachbarn des Knoten
A: Knoten B und H. Die Kosten von Knoten A zu B betragen 2 und die Kosten

Iteration A|B|C|D|E|F|G|H
0 Kosten 0 loo|oco|oo|oo|o0]|o0|
Vorgéanger | - | - | - | - | - | - | - | -

1 Kosten 0] 2 |oco|oo|oco|oo|oo]| 3
ausgewdhlt: A | Vorgénger | - | A | - | - | - | - | - | A

Tabelle 5: Initialisierung des Algorithmus, Iteration 1

zu Knoten H 3. Zusatzlich wird bei Knoten B und H der Vorgianger gelistet,
Knoten A.
3ygl. studyflix[15]
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Fiir Iteration 2 wahlt man anschlieBend den Nachfolger mit den geringsten Kos-
ten aus, hier Knoten B. Nun betrachtet man die Nachfolger von B, also Knoten
C und F. Die Kosten werden hier als Summe von Weg |AB| + |BNachfolger|

Iteration A/B|C|D|E|F|G|H
0 Kosten Oloo|oo |0 |00 ]| 00| 00| 00
Vorgéanger | - | - | - | - | - | - | - | -

1 Kosten 0] 2 || |oco|o0|oo]| 3
ausgewdhlt: A | Vorgénger | - | A | - | - | - | - | - | A
2 Kosten 213 |o0|oo| b |0l 3
ausgewdhlt: B | Vorgénger | - | A | B| - | - | B | - | A

Tabelle 6: Initialisierung des Algorithmus, Iteration 2

eingetragen. Fir den Nachfolgerknoten C betragen die Kosten daher 3, weil
|AB| + |BC| =2+ 1= 3. Und fiir Knoten F 5, da |[AB|+ |[BF| =2+ 3 =5.
Wieder B als Vorgéngerknoten eingetragen.

Initialisiert man den Algorithmus in diesem Schema weiter, erhdlt man schlief3-

lich eine vollstandige Tabelle und der Algorithmus wird abgebrochen. Nun wird

Iteration A{B|C|D|E|F|G|H
0 Kosten 0 |oo|oo|o0|00 |00 ]| 00|00
Vorgénger | - | - | - | - | - | - | - | -
1 Kosten 0|2 |oco|oo|oo|oo|oo]| 3
ausgewdhlt: A | Vorgdnger | - | A | - | - | - | - | - | A
2 Kosten 0] 2|3 |oco|oco| d |0 3
ausgewdhit: B | Vorgénger | - | A| B | - | - | B | - | A
3 Kosten 0| 2|3 |oc0|oo| 5|63
ausgewdhlt: C | Vorgénger | - | A | B| - | - | B|C | A
4 Kosten 02 |3 |14|oc0o| 5|63
ausgewdhlt: G | Vorgdnger | - | A| B | G| - | B|C]|A
) Kosten 0|23 14|18, 5|6 |3
ausgewdhlt: D | Vorgédnger AIB|G|G|B|C|A
Tabelle 7: Initialisierung des Algorithmus, Iteration 3

die Tabelle rekursiv gelesen und es kann der kiirzeste Weg von Knoten A zu
Knoten E bestimmt werden. Die Gesamtkosten betragen 18 und der kiirzeste
Weg erfolgt iiber die Knoten A, B, C, G und D. |AE| = |AB|+ |BC|+ |CG|+
|GD| + |DE| =18

Auf den biologischen Sachverhalt iibertragen hat diese Tabelle also Aussage-
kraft iiber die wahrscheinlichsten Wege der elektrischen Impulse. Das Neuron A
entsendet am wahrscheinlichsten einen Impuls zu Neuron E, indem es zunachst
Neuron B, C, G und D induziert. Die Wissenschaftler haben somit einen wichti-
gen Schritt in Richtung Verstindnis der neuronalen Kommunikation gemacht.
Dieses Wissen kann dazu beitragen, Krankheiten wie Parkinson oder Alzhei-
mer besser zu verstehen und moéglicherweise neue Therapiemoglichkeiten zu

entwickeln.
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9 Fazit

Anhand dieser Erarbeitung lasst sich die Frage, inwiefern und ob die Graphen-
theorie sinnvolle Anwendung in der Neurobiologie findet, gut beantworten. Die
Graphentheorie dient nicht nur zur reinen Veranschaulichung der hohen Kom-
plexitiat der zentralen Nervensysteme im Gehirn, sondern hilft auch bei der
Analyse dieser. Durch diese mathematische Methode gelingt es, neue Kennt-
nisse iiber das Gehirn, dessen Funktion und Aufbau, zu gewinnen. Es kénnen
verschiedene Netzwerkparameter berechnet werden, wie zum Beispiel die Dich-
te des Netzwerks, die Starke der Verbindungen zwischen den Neuronen oder
die Effizienz der Informationsiibertragung im Netzwerk. (vgl.  Exotisches Feu-
erwerk im Gehirn“[17] und ,Ein Blick auf den Schaltplan des Gehirns*[12],
MPG)

Durch die Anwendung der Graphentheorie in der Neurobiologie kann besser
verstanden werden, wie neuronale Netzwerke Informationen verarbeiten und
speichern, wie sie sich wéhrend der Entwicklung im Alter verdndern und wie
sie durch Krankheit oder Verletzung beeinflusst werden kénnen. Die Graphen-
theorie hat auch zu Fortschritten in der Diagnose und Behandlung von neuro-
logischen Erkrankungen wie Alzheimer und Parkinson beigetragen. Es lassen
sich durch die Zurtickfiihrung des Fehlers im Nervensystem sowohl psychische,
als auch physische Krankheitsbilder diagnostizieren. Neue Studien ergaben so-
gar, dass ,,psychische Erkrankungen &hnliche Hirnverénderungen aufweisen wie
neurologische Krankheiten, ndmlich defekte Verbindungswege* (News der Me-
dizinischen Fakultat Miinster, Z.49f)[2], was anhand von Isomorphien festge-
stellt wurde.

Durch die eigene Verwendung von Algorithmen, Charakterisierungen und Be-
rechnungen anhand der abstrahierten Graphen der Nervensysteme in Kapitel
8 und die Beispiele des Graphen ZI wird die Nutzlichkeit dieses mathemati-
schen Teilgebiets deutlich.

Zusammengefasst bietet die Graphentheorie eine grofie Hilfe in der Anwen-
dung der Darstellung und Analyse neuronaler Netzwerke. Durch verschiedene
Eigenschaften und Operationen lassen sich neue Kenntnisse formen und das

Gehirn als komplexes Organ kann zunehmend besser verstanden werden.
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