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Kurven in Natur und Technik



Kurvenbegriff

Algebraische 
und 

mechanische 
Kurven

Heron von Alexandria 
(100 n. Chr.)

René Descartes 
(1596-1650)

Bahn eines 
Punktes



Analytische Definition nach Camille Jordan

• Menge der Punkte 𝑷 = (𝒙, 𝒚)

• Darstellung durch Parameter mit:

➢ 𝒙 = 𝒇 𝒕 𝒖𝒏𝒅 𝒚 = 𝒈 𝒕

1838 - 1922



Polarkoordinaten 

𝒚 = 𝒓 ⋅ 𝐬𝐢𝐧(𝛗)

𝒓𝟐 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐

𝒙 = 𝒓 ⋅ 𝒄𝒐𝒔 𝝋



Untersuchung der 
Lemniskate



Herleitung der Gleichung 

𝒆𝟒 = 𝒓‘ 𝟐 ⋅ 𝒓‘‘ 𝟐

𝒓‘ 𝟐 = 𝒚𝟐 + 𝒆 − 𝒙 𝟐

𝒓‘‘ 𝟐 = 𝒚𝟐 + 𝒆 + 𝒙 𝟐



Herleitung: Implizite kartesische Gleichung

𝑒4 = 𝑦2 𝑒 − 𝑥 2 + 𝑦4 + 𝑦2 𝑒 + 𝑥 2 +

𝑦2 𝑒 + 𝑥 2 𝑒 − 𝑥 2



Herleitung: Implizite kartesische Gleichung

𝑒4 = 𝑦2𝑒2 − 𝑦22𝑒𝑥 + 𝑥2𝑦2 + 𝑦4 + 𝑦2𝑒2 + 𝑦22𝑒𝑥 +

𝑦2𝑥2 + 𝑒4 + 2𝑒3𝑥 + 𝑒2𝑥2 − 2𝑒3𝑥 − 2𝑒2𝑥2 − 2𝑒𝑥3 +

𝑒2𝑥2 + 2𝑒𝑥3 + 𝑥4



Herleitung: Implizite kartesische Gleichung

0 = 2𝑦2𝑒2 + 2𝑥2𝑦2 + 𝑦4 − 2𝑒2𝑥2 + 𝑥4

−𝑥4 − 2𝑥2𝑦2 − 𝑦4 = 2𝑒2 𝑥2 − 𝑦2



Implizite kartesische Gleichung

𝑥2 + 𝑦2 2 = 2𝑒2(𝑥2 − 𝑦2)



Herleitung der Gleichung 

𝒆𝟒 = 𝒓‘ 𝟐 ⋅ 𝒓‘‘ 𝟐

𝒓‘ 𝟐 = 𝒚𝟐 + 𝒆 − 𝒙 𝟐

𝒓‘‘ 𝟐 = 𝒚𝟐 + 𝒆 + 𝒙 𝟐



Herleitung der Gleichung in Polarkoordinaten

𝑟’ 2 = 𝑦2 + 𝑥2 + 𝑒2 − 2𝑒𝑥

𝑟’ 2 = 𝑟2 + 𝑒2 − 2𝑒 ⋅ 𝑟 ⋅ cos 𝜑

𝑟’’ 2 = 𝑦2 + 𝑥2 + 𝑒2 + 2𝑒𝑥

𝑟’’ 2 = 𝑟2 + 𝑒2 + 2𝑒 ⋅ 𝑟 ⋅ cos 𝜑



Herleitung der Gleichung in Polarkoordinaten

𝑒4 = 𝑟4 + 𝑟2𝑒2 + 2𝑒𝑟3𝑐𝑜𝑠𝜑 + 𝑟2𝑒2 + 𝑒4 +

2𝑒3𝑟 ⋅ 𝑐𝑜𝑠𝜑 − 2𝑒𝑟3𝑐𝑜𝑠𝜑 − 2𝑒3𝑟 ⋅ 𝑐𝑜𝑠𝜑 −

4𝑒2𝑟2 𝑐𝑜𝑠𝜑 2



Gleichung in Polarkoordinaten

0 = 𝑟4 + 2𝑟2𝑒2 − 4𝑒2𝑟2 𝑐𝑜𝑠𝜑 2

𝒓𝟐 = 𝟐𝒆𝟐 ⋅ 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝝋)



Ableitung

൯൫ 𝑥2 + 𝑦2 2 ′
= )(2𝑒2 𝑥2 − 𝑦2 ′

𝑥4 + 2𝑥2𝑦2 + 𝑦4 ′ = 2𝑒2𝑥2 − 2𝑒2𝑦2 ′

𝑥4 + 2𝑥2𝑦2 + 𝑦4 − 2𝑒2𝑥2 + 2𝑒2𝑦2 ′ = 0



Ableitung

𝑥4 + 2𝑥2𝑦2 + 𝑦4 − 2𝑒2𝑥2 + 2𝑒2𝑦2 ’ = 0

4𝑥3 + 4𝑥𝑦2 + 4𝑥2𝑦𝑦’ + 4𝑦3𝑦’ − 4𝑒2𝑥 + 42𝑦𝑦’ = 0



Ableitung 

4𝑥3 + 4𝑥𝑦2 + 4𝑥2𝑦𝑦′ + 4𝑦3𝑦′ − 4𝑒2𝑥 + 4𝑒2𝑦𝑦′ = 0

0 = 4𝑥3 + 4𝑥𝑦2 − 4𝑒2𝑥

x2 + y2 = e2



Extrema

𝑒2 − 𝑦2 + 𝑦2
2
= 2𝑒2((𝑒2 − 𝑦2) − 𝑦2)

𝑒4 = 2𝑒4 − 4𝑒2𝑦2

4𝑒2𝑦2 = 𝑒4

𝑦2 =
𝑒2

4

𝑦 = ±
𝑒

2



Extrema 0 = 4𝑥3 + 4𝑥
𝑒

2

2

− 4𝑒2𝑥

0 = 4𝑥3 + 4𝑥
𝑒2

4
− 4𝑒2𝑥

0 = 4𝑥3 + 𝑥𝑒2 − 4𝑒2𝑥

0 = 4𝑥3 − 3𝑒2𝑥

𝑥 = ±
3

2
𝑒

𝐸𝑃 (±
3

2
𝑒, ±

1

2
𝑒)



Ursprungstangenten

𝑘: 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑒2 𝑔: 𝑥 = 𝑦

𝑥2 + 𝑥2 = 𝑒2

2𝑥2 = 𝑒2

𝑥 =
1

2
2𝑒

𝑆 = (±
1

2
2𝑒 , ±

1

2
2𝑒)



Flächeninhalt

𝐴 𝜑0, 𝜑1 =
1

2
𝜑0׬
𝜑1

𝑟 𝜑 2𝑑𝜑



Flächeninhalt

𝐴 = 4 ⋅
1

2
0׬

𝜋

4 2𝑒2 cos 2𝜑 𝑑(𝜑)



Flächeninhalt

𝐴 =

4𝑒2
1

2
sin 2𝜑

0

𝜋

4

𝐴 = 2𝑒2







Gleichungen 

Kartesische Gleichung 

𝑒 − 𝑥 2 + 𝑦2 𝑒 + 𝑥 2 + 𝑦2 = 𝑘4

Implizite kartesische Gleichung

𝑥2 + 𝑦2 2 − 2𝑒2 𝑥2 − 𝑦2 = 𝑘4 − 𝑒4



Nullstellen

𝒆− 𝒙 𝟐+ 𝟎𝟐 𝒆+ 𝒙 𝟐+ 𝟎𝟐 = 𝒌𝟒

𝒆− 𝒙 𝟐 𝒆+ 𝒙 𝟐 = 𝒌𝟒

𝒆𝟐 −𝒙𝟐
𝟐
= 𝒌𝟒

𝒙𝟐 = 𝒆𝟐 ±𝒌𝟐

𝒙 = ± 𝒆𝟐 ±𝒌𝟐



Schnittpunkte mit der y-Achse

𝑒 − 0 2 + 𝑦2 𝑒 + 0 2 + 𝑦2 = 𝑘4

𝑒2 + 𝑦2 2 = 𝑘4

𝑒2 + 𝑦2 = ±𝑘2

𝑦 = ± 𝑘2 − 𝑒2



𝑥 = ± 𝑒2 ± 𝑘2

𝒌 < 𝒆

-> kein Schnittpunkt 
mit der y-Achse



𝒌 = 𝒆

𝑥 = ± 2𝑒

𝑦 = 0



𝒌 > 𝒆

𝑥 = ± 𝑒2 + 𝑘2

𝑦 = ± 𝑘2 − 𝑒2



Höhere Kurven im Unterricht

Pro:

• mathematikhistorische Bedeutung

• Realitätsbezug

• ästhetischer Reiz

• Entwicklung wichtiger Fähigkeiten (logisches und analytisches Denken, 

Problemlösungskompetenz)



Unterrichtliche Realisierung 

• geometrische und trigonometrische Vorkenntnisse notwendig

➢Sekundarstufe 2

• als Problemeinstieg in die Analysis

• fächerübergreifend
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