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1 Einleitung

Bereits im 18 Jhr. widmeten sich zahlreiche Wissenschaftler den Ansétzen der
Evolutionsbiologie und der Klassifikation von Lebewesen. In seinem Haupt-
werk ,On the origin of species“ hat Charles Darwin mit seiner Theorie, dass
alle Lebewesen vom gemeinsamen Vorfahren abstammen, eine kausale und lo-
gische Sicht auf die Evolution und ihre Entwicklung geschaffen. Letzteres be-
schreibt die Studie der Phylogenie. Die Phylogenie bezieht sich auf die Stam-
mesgeschichte bzw. die Verwandtschaftsverhéltnisse zwischen verschiedenen
Organismen und ihren gemeinsamen Vorfahren. Basierend auf ihre phano-
typischeF_-] Merkmalen wurden Lebewesen erstmals von Carl von Linné klas-
sifiziert. Doch die Entdeckung der genetischen Struktur war ein bedeuten-
der/ausschlaggebender Durchbruch in diesem Wissenschaftsbereich. So wuchs
mit der Moglichkeit zur Genomsequenzierung das Interesse ( und die Notwen-
digkeit), Verdnderungen der DNA-Sequenzen zu verfolgen und Einblicke in
die Evolution von Arten zu gewinnen. In den letzten Jahrzehnten nahmen al-
lerdings die faszinierenden Fortschritte der Biotechnologie und Bioinformatik
dermaflen zu, dass die Notwendigkeit zur Entwicklung eines neuen Bereichs, der
sich als Mischung aus Mathematik und Biologie definieren lasst, hervorgebracht
wurde. Die Disziplin der Biomathematik beschéftigt sich mit der Anwendung
der Mathematik auf Probleme biologischer Natur, sodass Losungsansétze ba-
sierend auf Modellierungen fiir komplexe biologische Fragestellungen entwickelt
werden konnen.

Denn es ist nicht nur die wissenschaftliche Leidenschaft zur Verfolgung des
langst Verborgenem hinter der Genetik, sondern die variablen Mdoglichkeiten
und Chancen dieses Forschungsgebiets. In dieser Seminararbeit wird der evo-
lutionédre Abstand zwischen zwei DNA-Sequenzen anhand verschiedenster ma-
thematischer Modellierungen gemessen. Es wird die Bedeutung dieser Messun-
gen fiir die Biologie untersucht, ggf. werden Herausforderungen und Grenzen

der angewendeten mathematischen Techniken diskutiert.

2 Biologische Hintergriinde

Um die zentrale Fragestellung dieser Seminarfacharbeit beantworten, muss der
molekulare Aufbau der Desoxyribosenukleinsiure, kurz DNA, sowie der Basen,
wie diese repliziert und an die néchste Generation weitergegeben werden und
auftretende Mutationsarten und ihre Auswirkungen verstanden und erlautert

werden. Die DNA befindet sich in jedem Zellkern einer eukaryotischen Zel-

IEin Phéanotyp ist die Menge aller Merkmale auf morphologischer und physiologischer
Ebene eines Organismus



leﬂund speichert die Erbinformationen.

2.1 Molekularer Aufbau der DNA

Nach der Konstruktion von Watson und Crick ist die Desoxyribonukleinsaure
ein Makromolekiil bestehend aus einem spiralig gewundenen Doppelstrang,
der die Struktur einer um ihrer eigenen Achse gedrehten Strickleiter hat. Diese
Struktur wird aufgrund ihres Aussehens als Doppelhelix bezeichnet.

Die Grundbausteine der DNA sind die Nukleotide, die aus jeweils einem Zucker-

Abbildung 1: DNA als Doppelhelix

molekiil (Desoxyribose), einer Phosphatgruppe und einer der vier organischen
Basen Adenin, Thymin, Cytosin, Guanin bestehen. Das Riickgrat der Doppel-
helix besteht aus einer alternierenden Verkniipfung von Phosphatmolekiilen
und Desoxyribosemolekiilen, wobei die Phosphatgruppe abwechselnd an dem
dritten und fiinften Kohlenstoffatom (C-Atom) bindet. An einem Einzelstrang
bleibt am Ende die Bindungsmoglichkeit am dritten C-Atom, am anderen
Strang die Bindungsstelle am fiinften C-Atom frei.

Dementsprechend hat jeder Strang eine Richtung, sodass die beiden Strénge
antiparallel zueinander verlaufen. Man unterscheidet zwischen dem Strang mit
dem 3’-Ende, wo die Bindungsstelle am dritten C-Atom des letzten Desoxyribose-
Molekiils frei ist, und dem Strang mit dem 5‘-Ende, an dem das fiinfte C-Atom
des letzten Desoxyribose-Molekiils frei ist, was bedeutet, dass das 3"-Ende ei-
nes Stranges mit dem 5’-FEnde des anderen Stranges verbunden ist. Die stick-
stoffhaltige Base ist immer an dem ersten C-Atom des Desoxyribosemolekiils
gebunden. Die Verkniipfung der beiden Einzelstrédnge geschieht tiber die Basen

der gegeniiberliegenden Nukleotide. Aufgrund der chemischen Strukturen und

2Ein Eukaryot: ein Lebewesen, das einen Zellkern in seinen Zellen hat.



den polaren Gruppen der parallelen Basen kénnen nur eine lange Purin-Base,
Adenin oder Guanin, mit einer kiirzeren Pyrimidin-Base, Cytosin oder Thy-
min, miteinander verkniipft werden. Dabei kénnen nur zwei Konstellationen
zustande kommen: die zueinander komplementdren Basen Thymin und Ade-
nin bilden zwei Wasserstoffbriickenbindungen| untereinander, die zwei anderen
komplementéren Basen, Guanin und Cytosin, bilden drei Wasserstoffbriicken-

bindungen.

Purinbasen Purin Pyrimidinbasen Pyrimidin

Adenin NH, o  Guanin I /K | /g
N N N o )
Ny ~7
NH
HN N/) HN N NH, | /&
o

Abbildung 2: Chemische Struktur der Basen

2.2 Speicherung und Weitergabe der DNA

Die genetische Information wird durch die DNA-Sequenz, also die Abfolge der
Nukleotide, getragen und gespeichert. Informationstragende Abschnitte be-
zeichnet man als Gen oder als codierenden Abschnitt.

Ausgehend von einer codierenden DNA-Sequenz wird bei der Proteinbiosyn-
thesd] aus einer speziellen und einzigartigen Aminosiurensequnez ein Protein
entschliisselt, das als Baustein des Korpers dient und eine Vielzahl an Funktio-
nen erfiillt. Drei aufeinanderfolgende Basen, was als Basentriplett bezeichnet
wird, kénnen fiir eine spezifische Aminosiure codieren.

Die Weitergabe der genetischen Information erfolgt tiber die Eltern an ihre
Nachkommen. Die Gameten]’|tragen einen haploiden Chromosomensatz. Durch
die Fusion beider Gameten wird ein neuer diploider Chromosomensatz gebil-
det, das eine Kombination aus den beiden haploiden Chromosomensétze beider
Eltern darstellt.

2.3 Replikation der DNA und Mutationsarten

Um eine exakte Kopie der DNA an die nichste Generation weiterzugeben,

miissen die urspriinglichen Erbinformationen verdoppelt werden. Diesen Pro-

3 Anziehungskraft zwischen einem Wasserstoffatom eines Molekiils und einem freien Elek-
tronenpaar eines anderen Molekiils; stérkste intermolekulare Wechselwirkung.

4Prozess zur Produktion von Proteinen

S5geschlechtliche Keimzellen



zess bezeichnet man als Replikation der DNA. Bei diesem semikonservativen
Prozess dient der alte Einzelstrang als Vorlage des neu synthetisierten Kom-
plementérstranges. Zunidcht wird der Doppelstrang in zwei Einzelstrange ge-
spalten. Der neue Einzelstrang wird kontinuierlich synthetisiert, indem kom-
plementére Nukleotide an den Nukleotiden des alten Einzelstranges angefiigt
werden. Es findet eine andauernde Verlingerung statt, sodass am Ende jede
doppelstriangige DNA-Sequnez aus einem alten und einem neuen Einzelstrang
besteht.

Die Replikation ist ein préziser Prozess, bei dem stédndig die Fehlerquoten
durch Reparaturmechanismen wahrend des Prozesses gesenkt werden. Nachtragli-
che Reparatursysteme steigern weiterhin die Prazision der Kopie. Falls ein
Fehler trotz der Reparaturmechanismen bestehen bleibt, dann kénnte es zu
Verdanderungen in der DNA-Sequenz fithren, was gravierende Auswirkungen
auf die Merkmale, Uberlebens- und Fortpflanzungsmoglichkeiten in der néchs-
ten Generation haben kann. Eine solch vererbbare Veranderung nennt man
Mutation.

Man unterscheidet zwischen mehreren Arten von Mutationen, die jeweils un-
terschiedliche Effekte/ Konsequenzen haben kénnen. Wichtig zu erwéhnen ist,
dass manche auftretende Mutationen keine sichtbaren oder sogar vorteilhafte
Auswirkungen auf die Merkmale haben kénnen. Es ist stark abhéngig von der
Position und der Art der Mutation Fir diese Facharbeit sind folgende Muta-
tionsarten relevant:

Punktmutation: Substitution einer einzelnen Base innerhalb eines Einzel-
stranges durch eine andere Base, wobei man zwischen der Transition und der
Transversion unterscheiden muss. Bei der Transition wird eine Purin-Base
durch eine andere Purin-Base oder eine Pyrimidin-Base durch eine andere
Pyrimidin-Base ersetzt wird. Eine Transversion ist eine Mutation, bei der eine

Purin-Base durch eine Pyrimidin-Base oder umgekehrt ersetzt wird.

Insertion: Bei einer Insertion werden eine oder mehrere zusatzliche Basen
in die DNA-Sequenz eingefiigt. Dies kann zu einer Verschiebung des Leseras-

ters fithren und somit zu einer Verdanderung der Aminosduresequenz.

Deletion: Bei einer Deletion werden eine oder mehrere Basen aus der DNA-
Sequenz entfernt. Dies kann ebenfalls zu einer Verschiebung des Leserasters

fithren und somit zu einer Verdnderung der Aminosédurensequenz.
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Abbildung 3: Arten von Mutationen

3 Hamming-Abstand

Der sogenannte Hamming-Abstand wird urspriinglich fiir Unterschiede zwi-
schen binédren Codes verwendet. Bezogen auf die Facharbeit wird der Hamming-
Abstand durch Annahmen und Vereinfachungen so weit modifiziert und auf
die Modellierung angepasst, dass es auf die biologische Problemstellung ange-
wendet werden kann.

Der evolutiondre Abstand wird bei dieser Methode als die Anzahl an unter-
schiedlichen Basen zwischen den zu analysierenden Sequenzen definiert. Bei
den hier eingesetzten Datensétzen sind die beiden zu vergleichenden Sequen-
zen auf als Vereinfachung gleiche Liange gebracht worden. Dementsprechend
wird gleichzeitig die Annahme gemacht, dass im Verlauf der Evolution nur
Punktmutationen mit gleicher Mutationswahrscheinlichkeit auftreten kénnen,

da sich bei einer Deletion die Léngen der Sequenzen verdndern wiirden.

3.1 Mathematische Definition

Der Hamming-Abstand kann wie folgt mit diesem Ausdruck beschrieben wer-

den: .
— ’{SLi ?é SQ,Z'MZ € (17 7n)}|

dHISXS%R,(Sl,SQ) "

Der Hamming-Abstand wird als dy bezeichnet und hat als Eingabe die
Menge aller Nukleotide in S} und S5 und als Ausgabe die Anzahl der Positionen

¢ an denen Unterschiede zwischen den Nukleotiden der Sequenzen auftreten.



Unter |{S1; = Sa;i € {1, ...,n}}| versteht man die Menge der Indized ¢, wo die
i-ten Stellen von S7 und die ¢-Stelle von S, ungleich sind. Die Indizes ¢ deckt al-

le Positionen von 1 bis n ab, da die Variable n die Linge von S; und S5 angibt.

3.2 Beispiel

Gegeben sind die beiden Sequenzen S7: ATGGCACTGATT und Ss: ACGA-
CACTGAAT.

Position |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Sequenz 1 | A T G G C A C T G A T T
Sequenz2 | A C G A C A C T G A A T

Wert o 1.0 1 0 0O O O O O 1 O

Abbildung 4: Zwei Sequenzen im Vergleich

Zunéchst wird die Lange n der beiden Sequenzen bestimmt, was n = 12
ergibt, d.h. beide Sequenzen haben 12 Nukleotide. Daher ist i € 1,..,12. An
Position 7 2,4 und 11 weisen S7 und S5 Unterschiede auf. Das Distanzsmafl dy
betragt also 3. Das Distanzmafl zwischen den Sequenzen S3: ATGCGGATTTC
und Sy: ATTCAGATTTC betragt 2. Sie sind sich d&hnlicher und damit evolu-

tiondr und verschwandtschaftlich ndher aneinander. als S; und Ss.

3.3 Validation des Ergebnis

Eine hohere Anzahl an Mutationen bzw. an Unterschieden zwischen den Se-
quenzen bedeutet ein grofieres Distanzmafl. Der ermittelte Hamming-Abstand
stimmt also mit der aufgestellten Monotonieannahme iiberein. Mit der Simpli-
zitdt und Schnelligkeit zur Berechnung des Hamming-Abstandes nimmt auch
die Ungenauigkeit der Technik zu. Besonders wenn die Datensétze stark variie-
ren, kann dieses distanzbasierte Verfahren unzureichend sein, da andere Muta-
tionsarten wie Insertion oder Deletion ausgeschlossen werden. Zudem verlieren
die zu vergleichenden Sequenzen durch die Annahme, dass die Abschnitte aller
Sequenzen gleich lang sind, wertvolle Informationen und es kommt zu unprézi-
sen Ergebnissen. Besonders wichtig ist auflerdem, dass der Abstand basierend
auf beobachtbare und an den Sequenzen sichtbare Mutationen getroffen wird.
Vergangene Mutationen werden nicht mit berticksichtigt. Daher ist es sinnvoll,

eine andere Art der Modellierung heranzuziehen.

6in diesem Kontext bedeutet es die Postion des Nukleotids in der Sequenz



4 Markov-Modelle

Die Markov-Modelle finden vielfaltige Einsatzmoglichkeiten zum Losen diver-
ser Probleme, die auf Vorhersagen tiber zukiinftige Ereignisse angewiesen sind,
wie z.B. in der Finanzwelt (Berechnen von méglichen Transaktionen) oder
eben in der Biologie. Daher eignet sich diese Methode zur Betrachtung der
Abstandsbestimmung zweier Sequenzen gut, was im Folgenden dokumentiert

wird.

Mathematische Definition: Ein Markov-Modell ist ein stochastischer Pro-
zess, der die zeitliche Entwicklung von zufallsabhédngigen Systemen beschreibt.
Es stellt die Wahrscheinlichkeit einer Abfolge von Ereignissen oder Zustdnden
dar.

Gleichung;:
P(Xn-‘rl = 6n—i—1|)(0 = 607X1 =€1,... 7Xn = en) = P(Xn+1 = 6n—i—1|)(n = 671)

Dieser Prozess wird tiber den Zustandsraum, der Startverteilung und der kon-
stanten Ubergangswahrscheinlichkeit definiert. Der Zustandsraum M

{eo, €1, ..., e, } enthilt alle abzahlbaren Zustéande der Markov-Kette. Die Start-
verteilung beschreibt, in welchem Zustand sich das System zu Beginn befindet.
In der Formel wird es durch Xy = ey gekennzeichnet. Die Ubergangswahr-
scheinlichkeit gibt an, wie hoch die Wahrscheinlichkeit zum Wechsel von dem
einen in den anderen Zustand ist. In der Formel wird die Ubergangswahr-
scheinlichkeit durch die bedingte Wahrscheinlichkeit P(X,+1 = e,11]| X, = €,)
dargestellt, was bedeutet, dass der néichste Zustand (X,.1) gleich e, ist,
unter der Bedingung, dass der aktuelle Zustand (X,,) gleich e,, ist. Charakte-
ristisch fiir die Markov-Modelle ist, dass diese Ubergangswarscheinlichkeit nur
vom aktuellen Zustand und nicht von vorherigen Zustianden abhéngig ist. Man
bezeichent diese Eigenschaft als “Gedéachnislosigkeit®.

Darstellungsformen:

Die Festlegung der endlichen Zustédnde, die das System annehmen kann, lassen
sich mithilfe von Graphen darstellen. Typische Darstellungsformen sind z.B.
Prozessdiagramme. Auch kénnen sie in Ubergangsmatrizen iiberfithrt werden,
die den Zufallsprozess vereinfacht anzeigen.

Allgemeines Beispiel:

Angewandt an einem Beispiel lassen sich die Markov-Ketten genauer verdeutli-
chen. Als Beispiel wird die Autofahrt des Nachhausewegs wéhrend eines Staus
herangezogen. Zustand 1 (Z1) ist hier der Stau. Zustand 2 ist die Auflésung des
Staus und Zustand 3 die pinktliche Ankunft Nachhause. Die Ubergangswahr-

scheinichkeiten werden durch die Kanten zwischen den Zustdnden dargestellt.



Die Wahrscheinlichkeit, dass sich der Stau auflost, also eine Zustandsanderung

0,4 0,3 0
0,6 0 0
0 0,7 0

Abbildung 5: Markov-Kette zur Darstellung der Autofahrt auf dem Nachhau-
seweg wihrend eines Staus und zugehorige Ubergangsmatrix

von Z1 zu 72, betragt 60 Prozent. Dass sich der Stau nicht auflost und be-
stehen bleibt hat eine Wahrscheinlichkeit von 40 Prozent und wird durch eine
Schlaufe im Graph dargestellt. Eine Riickbildung des Staus ist zu 30 Prozent
wahrscheinlich, eine Zustandsénderung von Z2 zu Z1. Eine piinktliche Ankunft
Zuhause ist dementsprechend zu 70 Prozent wahrscheinlich. Die Summe der
Wahrscheinlichkeit zum Ubergang von einem Zustand in den néchstmoglichen,
also die Summe aller ausgehenden Kanten von einem Knoten, entspricht im-
mer 1. IN der Ubergangsmatrix ist das die Summe jeder Spalte.
Ubertragung auf die Biologie:

Durch seine zuletzt erlduterten Eigenschaften eignet sich das Markov-Modell
mit einigen Modifikationen und Anpassungen an den biologischen Kontext gut
zur Anwendung auf die Problemfrage dieser Facharbeit. Man nimmt an, dass es
ein Substitutionsmodell ist, d.h. es werden nur Punktmutationen zur Verdande-
rung der Sequenz beriicksichtigt.

Die Sequenzen der verwendeten Datensitze entsprechen der gleichen Lénge.
Fir unterschiedliche Mutationstypen ( siche Abbildung von Mutationstypen,
2.3) konnen unterschiedliche Mutationsraten definiert werden. Im Gegensatz
zur Hamming-Methode berticksichtigt das Markov-Modell auch Mutationen,
die den Datenséatzen nicht entnommen werden konnen, wie z.B. Riickmutatio-
nen. Bei diesem stochastischen Analyseverfahren kann man also im Bezug auf
DNA-Sequenzen in die Vergangenheit auf die phylogenetische Entwicklung bli-
cken, aber auch Vorhersagen iiber nachfolgende Mutationen treffen. Basierend
auf den oben gestellten Annahmen, wird zur mathematischen Modellierung

mit dieser Technik ein modifizierter Abstandsbegriff definiert:

Pxy(t) = P(Bit+t, = Y|Bit, = X), X, Y € A,C,G,T

By ist in dem Fall die Abfolge bzw. die Zufallsvaribale. Sie gibt den Zustand
der Base B an der i-ten Stelle Von S zum Zeitpunkt ¢ an. Die Gleichung zeigt

die Ubergangswahrscheinlichkeit von der Base vom aktuellen Zustand X in



den néchsten Zustand Y in einem festgelegten Zeitraum von ty bis ¢ + tg an.

Auf eine Ubergangsmatrix iibertragen sieht es wie folgt aus:

P(Biy=A|By=A) P(B,=ABy=C) P(Bj,=ABy=G) P
P(Biy=C|By=A) P(B,=C|By=C) P(Biy=C|B)=G) P
P(Biy=G|By=A) P(B,=G|By=C) P(B;,=G|By=G) P
P(Byy=T|By=A) P(Bi,=T|By=C) P(B1;,=T|By=G) P

Abbildung 6: Ubergangsmatrix

P(B;; = C|By = A) gibt also die Wahrscheinlichkeit wieder, dass die Base
A in Base C mutiert.
Es gibt einige Methoden, die eine Spezifizierung der Markov-Modelle darstel-
len. Sie wurden fiir die Zwecke der Genomforschung basierend auf den Markov-

Modellen entwickelt. Diese werden in den folgenden Abschnitten erlautert wer-
den[]

4.1 Jukes-Cantor-Modell

Das Jukes-Cantor-Modell, auch 1-Parameter-Modell genannt, ist ein mathe-
matisches Modell in der Bioinformatik, das zur Schitzung der Evolutionsrate
von DNA-Sequenzen von W. James Jukes und Christopher R. Cantor 1969
entwickelt worden ist. Es ist eine Spezifizierung von den Markov-Modellen,
mit dem erst die Bestimmung des evolutiondren Abstandes ermoglicht wird.
Dabei haben die zu analysierenden Sequenzen die gleiche Substitutionwahr-
scheinlichkeit. Alle Mutationstypen der Punktmutation haben die gleiche Mu-
tationsrate (in der Abbildung «), wenn A zu C oder zu G oder zu T mutiert ist
die Wahrscheinlichkeit aller Substitutionen gleich und sie treten gleich héiufig
auf. Aulerdem wird angenommen, dass die Entwicklung beider Sequenzen aus

der Vorlaufersequenz Sy gleichgesetzt werden konnen.
Abstandsbegriff des Jukes-Cantor-Modells:

Abstand zwischen S; und Sy = 2 - erwartete Anzahl der wiahrend

der Entwicklung von S} aus Sy =2 (r - t)

Gleichung: d;c = Pin(1 -3 - p)

Diese Gleichung gibt die Anzahl an eingetreten Mutationen bzw. nach diesem
Abstandsbegriff den Abstand zwischen den Sequenzen an. Die Multiplikation
am Anfang der Gleichung mit dem Faktor % stammt von der Annahme, dass
die Wahrscheinlichkeit einer auftretenden Mutation pro Zeit und pro Stelle
gleich ist. p ist die prozentuale Abweichung. p ist der Quotient aus der An-
zahl an unterschiedlichen Positionen zwischen den Sequenzen und der Anzahl

der gesamten Nukleotiden einer Sequenz. Je grofler p ist , also je grofler der

"vgl. Sube, Frank und Walcher|[3)

(Biy=A|By=T
(Biy=C|By =T
(Biy=G|By =T
(Biy=T|By=T

)
)
)
)



Unterschied zwischen den Sequenzen ist, desto grofier wird die Anzahl der Sub-
stitutionen sein, die zwischen ihnen aufgetreten sind, und desto grofler wird
auch der evolutiondre Abstand d¢.

Beispiel 1:

Gegeben seien die Sequenzen S1: ATTGCTAG und Sy: CTTGATAG
Zunéchst erfolgt die Ermittlung der prozentualen Abweichung p. Die An-
zahl an Unterschieden in S; und S; betriagt 2, da sich die Sequenzen an
Position 1 und 5 unterscheiden. Die Gesamtzahl an Nukleotiden betragt 8,
also ist p = 2 -100% = 25%. Dies kann man nun in die Formel setzen:
dje = 3 - In(15* - 0.25) = 0.304 Das heift, dass es 0,304 Substitutionen
pro Stelle zwischen den beiden Sequenzen gibt.

Beispiel 2:

Man kann auch ein Beispiel nehmen, wo die Sequenzen deutlich langer sind.
Folgendes ist iiber den bekannt Die beiden Sequenzen S; und S, haben je 300
Nukleotide. Die Anzahl an unterschiedlichen Nukleotiden betriagt 37. Die pro-
zentuale Abweichung p = 25-100% = 12,3% djc = =2-In(1—3-0.123) ~ 0,134
Der Abstand zwischen den beiden Sequenzen betrigt 0,134. damit kann man
sagen, dass die Sequnezen aus Beispiel 2 sich dhnicher sind als die Sequnezen
aus Beispiel 1. Sie sind sich evolutionédr dhnlicher und genetisch nédher anein-
ander verwandst.

Validation des Ergebnis:

Beim Jukes-Cantor-Modell wird die Wahrscheinlichkeit des Mutationstyps der
Transversion und Transition gleichgesetzt. Diese Annahme ist realitéitsfern,
denn Studien langst gezeigt, dass die Transition hdufiger eintritt als die Trans-
version und somit eine hohere Mutationsrate hat. Diese Tatsache wird im
nichsten Modell vorgestellt. [

4.2 Kimura-Modell

Ein weiteres mathematisches Modell ist das Kimura-Modell. Es wurde 1980
von Motoo Kimura entwickelt. Dabei gibt es verschiedene Komplexitatsstu-
fen, z.B. entweder mit 2 oder mit 3 Parametern. Die Parameter stehen hier
fir die Mutationsraten der bereits genannten Arten an Mutationen(siehe 2.3).
Denn im Gegenteil zum Jukes-Cantor-Modell wird beim Kimura-2-Parameter-
Modell bei der Abstandsbestimmung Trasitionen und Transversionen differen-
ziert. Grund dafiir ist der Beweis, dass aufgrund der chemischen Struktur der
Basen Transitionen in der Evolution schneller und haufiger auftreten als Trans-

versionen.
Abstandsbegegriff des Kimura-Modells

8vgl. Sube, Frank und Walcher[3](S.87-95) und Haubold[1](S.26-28)

10



Abstand zwischen S; und Sy = 2- erwartete Anzahl der Mutationen wahrend

der Entwicklung von

Sy anus Sy = (a+28) -2t ~ SLin((1 — 2P — 2Q)2(1 — 4Q) = —L((1 — 2P — 2Q)y/I — 4Q)

P ist die Haufigkeit, dass eine Transition zu sehen ist. Q sei die Haufigkeit,
dass eine Transversion. Die erste Mutationsrate wird o genannt fiir die Tran-

sition, die zweite [ fiir die Transversion.

Abbildung 7: Graph zum Kimura-2-Parameter-Modell

Beispiel 1:
Fiir einen Vergleich der Modelle kann man auch das Beispiel 2 auf seite 11 von
den Jukes-Cantor-Modell mit dem Abstandsbegriff des Kimura-2-Parameter-
Modell berechnen. Die Lange der zu vergleichenden Sequenzen betrégt 300.
Die Anzahl an unterschiedlichen Stellen zwischen den Sequnezen war 37. Die
restlichen 263 Nukleotide sind identisch. Es seien davon 20 Transition und
17 Transversionen. Eingesetzt in der Formel betragt der Abstand 0,205. Es
ermoglicht eben eine realitdtsndheren Abstandsbegriff durch die Annahme,

dass es meherer unterschiedliche Mutationsarten gibt. [

5 Angleichung mithilfe von Algorithmen

Der Angleichungsalgorithmus wird verwendet, um Uberbestimmungsverfahren
zu losen. Hierbei gibt es nicht immer eine eindeutige Losung, da ein solches
System aus mehreren Gleichungen als Unbekannte besteht.

In den vorherigen mathematischen Modellierungen wurde der Abstand zwi-
schen zwei DNA-Sequenzen lediglich in Betracht auf die Punktmutation ermit-
telt. Durch Algorithmen lassen sich jedoch die anderen Mutationsarten, De-

letion und Insertion, in die Mathematik iibertragen. Doch dadurch verédndern

9vgl. Sube, Frank und Walcher[3](S.103-105)
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sich ebenso die zuvor getroffenen Annahmen. Die Sequenzen sind nun nicht
mehr zwingend gleich lang.

Zunachst werden zwei Sequenzen betrachtet: GACTTA und ACT. Erstmals
gibt es keine Uberscheidungen der Stellen, doch durch Verschiebung der zwei-

ten Sequenz kann man erkennen, dass diese in der ersten wiederzufinden ist.

GACTTA
-ACT- -

Hier erkennt man die Mutationsarten Insertion und Deletion. In der oberen
Sequenz hat eine Insertion an den Stellen 1,4 und 5 stattgefunden, wahrend in
der unteren eine Deletion an denselben Stellen stattgefunden hat.

In diesem Verfahren wird nun weiter vorgegangen um die Ahnlichkeit der
Sequenzen zu ermitteln. Bei gleichlangen Abschnitten werden Liicken ein-
gefiigt, um die Ahnlichkeit aufzuweisen. Jedoch darf auch keine kiinstliche
Vergroflerung des Abstands geschehen und die zuvorige Monotonieannahme

muss beriicksichtigt werden.

GACCTAG = GACCT-AG
GCCTGAG = G-CCTGAG

Anschlieend werden die DNA-Sequenzen mathematisch erfasst. Wie zuvor
wird die Lénge zweier zu vergleichenden Sequenzen S; und Sy der Menge .S, die
aus den Datensdtzen gewonnen wird, mit ny, ny bezeichnet. Da die Abschnitte
zuvor mit Liicken angeglichen worden sind, werden sie nun mit S;, und Ss,
bezeichnet und sind Teilmengen der Menge S, mit den zugehorigen Langen
ni, und ng,. Dabei ist eine Liicke an der gleichen Stelle beider Sequenzen

ausgeschlossen.

5.1 Needlemann-Wunsch-Algorithmus

Bei diesem Verfahren erstellt man zunéchst eine Matrix aller moglichen Paa-
re der Menge S,. Diese Matrix wird Dotplotmatriz genannt. Hier wird in der
ersten Zeile S notiert und in der ersten Spalte S,. Zusétzlich wird eine scoring-
Tabelle angelegt, in der die Bewertung fiir die Ubereinstimmungen und Unter-
schiede festgelegt werden. Falls durch die Mathematisierung falschlicherweise
an der gleichen Stelle Liicken auftreten, wird eine sogenannte Liickenstrafe
eingefithrt und mit g bezeichnet, dabei gilt g > 0. Diese wird ebenfalls in der
scoring-Tabelle notiert. Positive Werte zeigen hier die Ubereinstimmungen und
Liicken an, wahrend negative Zahlen die Unterschiede darstellen.m

Im Folgenden werden die Sequenzen S; GTACCGA und S, ATACCTG ver-

glichen. Die entstehende Matrix wird F' genannt und ¢ = 1, ..., 7 der Sequenz

10ygl. Sube, Frank und Walcher|3](S.115-122)
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1 und j =1,...,7 der Sequenz 2.

Fiir ein Paar, also eine Ubereinstimmung (engl.

Ubereinstimmung: +1

Unterschied: -1
Licke: 1

scoring-Tabelle

match), wird der Wert +1 zu-

-G T A C C G A

QHQQH P&

Abbildung 8: Dotplotmatrix F

geordnet. Bei Unterschieden (engl. mismatch) wird -1 notiert. Auch die Liicke

g erhélt den Bewertung 1. Nun wird der Algorithmus folgendermafien angewen-

det: Im ersten Schritt werden die Abstdnde zum Ausgangspunkt 0 eingetragen.

Im zweiten Schritt wird folgendermaflen vorgegangen: F; ; = max

Ubereinstimmung: +1

Unterschied: -1
Licke: 1

scoring-Tabelle

Fi 11+ My,
Fi—l,j—l -9,
Fz‘—1,j—1 - g

- G T A C C G A

QHQQEH P&

0O «<-1 -2 -3 4 -5 -6 -7

Abbildung 9: Dotplotmatrix F, erster Schritt

Es wird in drei Richtungen ermittelt: F'(\), F'(«<—)undF (). Der erste einzu-
tragende Wert ist -1, da Fy; = maz{0+ (—1),—1—(1),—1 — (1)} = —1 Da

an der Stelle 1 beider Sequenzen keine Ubereinstimmung ist, wird -1 fir die

erste Gleichung genommen. Bei den Gleichung F'(«)undF (1) wird 1 fiir g ein-

gesetzt.

In diesem Schema wird nun weiterhin verfahren, bis die Matrix gefiillt ist

Die Bildung der Pfeile erfolgt analog zum Needleman-Wunsch-Algorithmus.

Beginnend am hochsten Score (hier: 3) werden durch den diagonalen Weg die

vier Basen gepaart:

H << A
> =

Q<<= Q
Q<= Q



- G T A C C G A

0 «-1 2 3 4 5 6 -7
1 «1 0 -1 -2 3 4 5

2 2 N0 -1 2 3 4 5

3 3 1 X&1 0 -1 -2 -3
0 <2 1 0 -1
5 5 -3 -1 1 <3 2 1
6 6 2 =2 0 2 =<2 1
7 5 3 3 1 1 3 2

QHQQ®>3 >
IS
IS
ro

Abbildung 10: Dotplotmatrix F

Auswertung: Es gibt ein mogliches Alignment mit einem Score von 3 beziiglich

der gewihlten Bewertung/T]

5.2 Edit-Abstand

Der Edit-Abstand, auch Levenshtein-Distanz genannt, wird grundséatzlich in
der Bioinformatik fiir den Vergleich zweier Strings verwendet. Ubertragen
auf den biologischen Kontext dieser Facharbeit stellen die zu vergleichenden
Sequenzen die Strings dar. Der Edit-Abstand zum Vergleich zweier DNA-
Sequenzen stellt die minimale Anzahl an den drei moglichen Operationen, um
die eine Sequenzen in die andere zu iiberfithren, dar. Diese Operationen sind
in diesem Fall die Mutationstypen, wobei das Ersetzen die Substitution oder
Punktmutation, das Loschen Deletion und das Einfugen Insertion bedeuten.
Die Sequenzen miissen allerding gleich lang sein.

Abstandbegriff: Nachdem man die beiden Sequenzen aligniert hat, kann man
mithilfe der Levensthein-Distanz den Abstand beider messen. Die Festlegung
der Kosten kann man mit der Biologie begriinden. Eine Substitution hat einen
kleineren Kosten als eine Deletion oder Insertion. Damit gilt 0 < wg < wy,

wobei bei identischen Basen keine Kosten entstehen [T
Edit-Abstand /Levenshtein-Distanz

Gegeben seien zwei DNA-Sequenzen S7,.S; € S mit Langen nq, ns.

Der Abstand zwischen diesen beiden Sequenzen ist definiert durch

d(S1, S2 = min{d(S1n1-1, S2.n,—1) + Ws(S1 0115 S2,n5-1)
d(S1n—1,S2,n,) + WL, d(S1ny, S2me—1) + Wi}

mit wg als Gewichtung der durchgefiihrten Substitution

und wy, als Gewichtung der durchgefiihrten Deletion/ Insertionﬂ

Der Abstand ist also die Summe aller Kosten pro Stelle.

Hyel. Sube, Frank und Walcher[3](S.119-122) und Likic|2](S.12-18)
12ygl. Sube, Frank und Walcher[3](S.141-146)
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Beispiel:

gegeben sind die zwei Sequnezen: S1: TGGACACTA und S2: Fir die Verein-
fachung wurden die Kosten aller méglichen Mutationen , d.h.wg und wg gleich
1 gesetzt. Es kam dabei folgende Matrix raus, an der man an der letzten Spal-
te und letzten Zeile die minimale Anzahl an Operationen erkennt, die notig
wéren, um die Sequenz S1 in S2 zu tuberfithren. d(S7,Ss betragt in diesem

Beispel 3.

QA =1 Q O R

o | o o x| w| | —| o
o c x| w|w| | —=ol =D
O O x| W N | O~ O
G| W o | ]~ N w|
B o DO = ho| b D] o | B>
WM DO | wW| W | ot H
WM DO W x| x| x| 1| O >
CINSUIRVINI RS NS I RS RN BN [N @)

Abbildung 11: Matrix zur Berechnung des Edit-Abstandes

6 Fazit

Anhand dieser Arbeit wird deutlich, dass die Mathematik die Forschung in der
Biologie erheblich vereinfacht und durch sie neue sich neue Erkenntnisse er-
fassen lassen. Jede angewandte Methode hat einen anderen Schwerpunkt, und
somit kann man je nach Spezifizierung der Fragestellung die passende Metho-
de in Betracht ziehen. Letztendlich gelangt man zur Feststellung, dass jeder
gemessene Abstand anhand von Annahmen und Vereinfachungen kalkuliert
wurde, sodass das Ergebnis jeder mathematischen Modellierung rein hypothe-
tisch betrachtet werden darf. Auch variieren die gemessenen Absténde, da fiir
jede Technik ein anderer Abstandsbegriff definiert wird. Die Einsatzmoglich-
keiten der in dieser Seminarfacharbeit erwiesen Methoden sind breitgeféchert
und zeigen den Abstand zwischen zwei DNA-Sequenzen auf.

Die biomathematische Messung des evolutionaren Abstandes findet praktische
Anwendung in der Medizin, besonders in der Krebsforschung, wo die Bestim-
mung des evolutiondren Abstands zwischen Tumorzellen zum Verstandnis der
Entstehung und Entwicklung der Krankheit essenziell ist, um personalisierte
Therapieansitze zu entwickeln. Die Techniken werden auch benutzt, um die
genetische Verwandtschaft zwischen verschiedenen Stdmmen von Krankheits-
erregern zu ermitteln, sodass man mehr iiber die Ausbreitung, Bekdmpfung
und Pravention dieser Infektionskrankheiten erfahren kann.

Zusammengefasst lasst sich die genetische Verwandschaft daher sinnvoll durch

15



verschiedenste Modelle mathematisieren.
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