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1 Einleitung

Als der deutsche Naturforscher Georg Christoph Lichtenberg im Jahre 1777
auf dem Harzstaub einer elektrisch geladenen Isolierplatte regelméaflige Muster
erkannte, hiatte niemand gedacht, dass diese Muster in der Zukunft Popula-
ritdt fanden [7] - die Rede ist von sogenannten Fraktalen. Diese bis in das
spite 20.Jahrhundert als ,Monsterkurven “bezeichneten geometrischen Gebil-
de waren fiir die meisten Mathematiker nicht von Bedeutung, sie hielten an
der euklidischen Geometrie, der uns bekannte Geometrie der zweiten und drit-
ten Dimension. Mit dem franzosisch-US-amerikanischen Mathematiker Benoit
Mandelbrot wurde nun im Buch ,Fractals: Form, Chance, and Dimension “[§]
diese neuartige Geometrie der unendlich oft iterierten und zuvor unbeschreib-
baren Fraktale erstmals benannt - mit Erfolg: Die Folgen war ein grofler An-
sturm. Nicht nur von Mathematikern, auch von Laien, die allesamt von dem
von den Fraktalen mitgebrachten dsthetischen Reiz beeindruckt waren. Der

britische Mathematiker Michael Barnsley beschrieb es dramatisch:

yFractal geometry will make you see everything differently. There is a dan-
ger in reading further. You risk the loss of your childhood visions of clouds,
forests, galaxies, leaves, feathers, rocks, mountains, torrents of water, carpets,
bricks, and much else besides. Never again will your interpretation of these

things be quite the same.“[2]

Im Rahmen dieser Facharbeit sollen ausgewéhlte Fraktale Kurven der zweiten
und dritten Dimension auf ihre besonderen Eigenschaften(Selbstédhnlichkeit,
Oberflachen, Volumen, etc.) untersucht werden und bei Fraktale Mengen, be-
sonders die Mandelbrot-Menge, auf ihre eigenartige Geometrie und das Verhal-
ten von Zahlenfolgen untersucht werden.

Die Facharbeit soll zudem naherbringen, dass Fraktale und ihre interessanten
Eigenschaften viele zuvor unerklérliche Prozesse und Phanomene ohne schein-
bare Ordnung tatsichlich prazise beschrieben und mit verschiedenen Bereichen

der Mathematik verkniipft werden kénnen.



2 Fraktale Kurven

2.1 ,Monsterkurven*

Wie grof} ist die Kiistenlinie von Groflbritannien genau? Diese recht trivial
aussehende Frage liefle sich beantworten, indem man z.B. kleine Linien ode
Dreiecke ansetzt und deren Lange bzw. Umfang misst. Fiir die Mathematiker
und Karthographen war das auch die gingigste Methode bis in das spéate 20.
Jahrhundert. Doch die exakte Linie ist dies noch nicht: man kann z.B. die
Teilstrecken weiter verkleinern und somit mehr aneinanderlegen und schlief3-
lich messen; man erkennt, dass die Kiistenlinie folglich ldnger wird. Doch reicht
dies schon fiir die Bestimmung der exakten Kiistenlinie?.

Um sich diesem Problem anzunahern, nehme man eine Strecke und unterteilt
sie in drei gleichgrofie Teilstrecken. Auf der mittleren Teilstrecke wird nun ein
gleichseitiges Dreieck konstruiert. Diese Teilstrecke, die die Grundseite gar-

stellt, wird entfernt. Dieser Schritt ergibt sich folgende Struktur:

Abbildung 1: Erste Iteration der Koch-Kurve
Es sind folglich vier Teilstrecken entstanden. Wie bei der Kiiste kann man

nun an jeder der vier Teilstrecken den vorherigen Schritt wiederholen. Fiir die

Néchsten zwei sogenannten [Iterationen ergeben sich also folgende Gebilde:
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Abbildung 2: Weitere Iterationen der Koch-Kurve



Um auf die Lange zuriickzukommen, nimmt man nun an, dass die Lange der
Ausgangsstrecke 1L FE ist. Die Liange der nachsten Teilstrecke folglich %LE. Die
Kurve der nachsten Iteration ist somit %LE , da man die Lange einer Teilstre-
cke zur Lénge der Strecke addieren muss. Fiir die vier Teilstrecken im néchsten
Iterationsschritt gilt dieselbe Regel. Insgesamt wird die Strecke also wieder um
%LE linger. Fiir die Lange der sogenannten Koch-Kurve (benannt nach Hel-
ge von Koch) gilt also: (3)",n € N. n sind hier die Iterationen. Es gilt also:
L= nlg)g (%)” = 00. Die Lénge L der Kurve wird also auch unendlich lang.
Da sich ebenfalls an jeder Stelle der Kurve eine Vergroflerung des vorherigen
Schrittes befindet, kann die Kurve an keinem Punkt differnzierbar sein, obwohl
sie iiberall stetig ist. Solche Eigenschaften jener Kurven sorgten also fiir grofles
Entsetzen bei den Mathematikern jener Zeit.[12] Sie wurden deshalb auch oft
als ,Monsterkurven“bezeichnet. Kiisten besitzen auch solche fraktalen Struktu-
ren und sind also mathematisch gesehen unendlich lang - Fiir die Kiistenldnge
kann also keine konkrete Lédnge ermittelt werden. Die Léngen unterscheiden
sich also auch in vielen Angaben und Biichern.

Eine konkrete Anwendung einer solchen fraktalen Struktur sind sogenannte
Fraktalantennen. Sie hat eine, wie vorhin bewiesen, grofle Kantenlénge und
feine Strukturen fiir eine Flache mit einem endlichen Flacheninhalt. Diese Ei-
genschaften ermoglichen es grofleren Frequenzbereich abdecken als die wesent-
lich grofleren Antennen vor ihrer Entdeckung (1995 von Carles Puente Baliar-
da).[5]

Eine mogliche Fraktalantenne kann folgendermaflen aussehen:

Abbildung 3: Die sogenannte Koch-Schneefiocke



2.2 Selbstidhnlichkeit und weitere Fraktale

Die zuvor untersuchte Koch-Kurve wird in der fraktalen Geometrie als ska-
leninvarient beschrieben. Skaleninvarianz ist eine Eigenschaft, die zeigt, dass
ein verkleinerter Teil des Objektes bei VergroBerung genau dieses Objekt er-
gibt. Es ist also unabhéngig von der Skala (Vergrofierung/Verkleinerung), wie
die Eigenschaften des Objektes sind. Die Koch-Kurve kann also um ein Drittel
verkleinert werden und es entsteht eine exakte Kopie der Kurve, da die Eigen-
schaften (Winkel und Seitenverhéaltnisse) gleich geblieben sind. Aus dieser Ska-
leninvarianz folgt also die sogenannte Selbstihnlichkeit, die eben besagt, dass
eine beliebige Verkleinerung eines Objektes die Struktur des urspriinglichen
Objektes behalt.

Verschiedene Fraktale sind unterschiedlich selbstdhnlich - es wére also moglich,
sie nach ihrer Selbstdhnlichkeit zu ,klassifizieren“. Benoit Mandelbrot, der
auch ,Vater der fraktalen Geometrie“genannt wird, hat auf Grundlage der
Hausdorff-Dimensionen eine erweiterte Definition der euklidischen Dimensio-
nen fiir dieses Problem entwickelt: Die sogenannte Ahnlichkeitsdimension D:
Zerlegt man ein Quadrat in z.B. 9 gleich grofle Teilquadrate, werden die Kan-
ten in 3 Teilstrecken geteilt, also im Mafistab 1 : 3. Teilt man einen Wiirfel
genauso in 27 Teilwiirfel, bleiben die Kanten gedrittelt, der Teilwiirfel bleibt
also eine Verkleinerung im Maflstab 1 : 3. Es lédsst sich also schliefen, dass
3% = 9 fiir die Verkleinerung eines Quadrates in gleich grofie Teilquadrate und

3% = 27 fiir die gleichméflige Verkleinerung eines Wiirfels in Teilwiirfel ist.

S Z A

Abbildung 4: Zerlegung eines Quadrates und Wiirfels in gleich grofie Teilstiicke im
Mafstab 1 : 3

Eine Dimension ist nach dieser Auffassung der Exponent D, den man benétigt,
um eine Mafizahl(n) der Verkleinerung in die Gesamtheit k, also alle Teile zu-
sammen, zu erheben. Es gilt also:

k = nP. Das Quadrat wird um 1 : 3 verkleinert, also ist 3 die Mafzahl n.
Gesucht ist jetzt der Exponent D, der alle Teilquadrate zum Ganzen, also 9

Teilquadrate zusammenfiigt. Es gilt: 9 = 3”. D muss hier folglich 2 sein und
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entspricht der zweiten Dimension.

Fir die Koch-Kurve wird also folglich auch eine Zahl D gesucht, die benétigt
wird, um eine im Maflstab 1 : 3 geteilte Strecke auf 4, also die vier neu zusam-
mengesetzten Teilstrecken, zu erheben. Es gilt:

3P =4

Durch Logarithmieren und Umformen erhélt man schliefSlich:

log(3”) = log4
D-log3 = log4
= }Oﬁ ~ 1,2619.
og3 ’

Die Ahnlichkeitsdimensionen, nicht bestehend aus ganzen Zahlen, sondern aus
Briichen, sind deshalb namensgebend fur die Fraktale (lat.fractus - gebrochen).
Diese erweiterte Dimension der unendlich iterierten Gebilde, die also nicht mit
den euklidischen Dimensionen beschrieben werden konnen, niitzen beispiels-
weise der Medizin: Will man z.B. den Sauerstoff-Transport der Menschlichen
Lunge genauer bestimmen (z.B. Sauerstoffabgsbe), sollte man mit einer an-
gemesseneren Dimension arbeiten als mit der zweiten und dritten Dimension.
Die Lungenblaschen, die fiir die Sauerstoff-Abgabe eine zentrale Rolle spie-
len, scheinen auflerdem auch einer fraktalen Struktur zu dhneln, ndmlich dem
Menger-Schwamm:

Ein Wiirfel wird in 27 Teilwirfel, also im Mafistab 1 : 3 geteilt, die mittleren
Teilwiirfel, also insgesant 7 Stiick, werden entfernt. Dies geschieht genauso bei
den Teilwiirfeln davon. Fir D gilt also, wenn die Mafizahl 3 ist und die Ge-
samtzahl 72 — 7 = 20 ergibt:

20 = 3P
D= 1fogg230 ~ 2,727

Bei dem Sauerstofftransport in der Lunge sollte man beispielsweise die Sauerstoft-
Abgabe pro Minute eher um das 2, 73-Fache in Abhéngigkeit der Korpergrofie

durch eben diesen fraktalen Aufbau der Lunge erwéagen. [4]
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Abbildung 5: Die ersten zwei Iterationen vom Menger-Schwamm



Bei fraktalen Kurven im dreidimensionalen Raum lasst sich auflerdem das Vo-
lumen ermitteln:
Der Menger-Schwamm besteht in Abhéngigkeit der Iterationenen aus n € N
aus N, = 20" Wiirfeln, da pro Iterationsschritt aus einem Wiirfel 20 Teilwtirfel
entstehen. Die Linge L, in Abhéngigkeit der Iterationen ldsst sich wie bei der
Koch-Kurve mit dem MaBstab 1 : 3 als L, = (5)" darstellen (davon ausgehend,
dass die Ausgangsliange einer Seite 1LE entspricht). Das Volumen V,, besteht
also aus der Menge aller Teilwiirfel V,, und der zugehorigen Seitenlange L,,,
die mit 3 potenziert werden muss, da das Volumen des Teilwiirfels das Produkt
drei gleicher Langen(Hier L,,) ist. Es gilt also:
V,, = L3 - N,,. Bei dem tatsichlichen Volumen laufen die Iterationen gegen un-
endlich. Das Volumen muss also fiir V;, = lim (é—i)” -20" = (22)" = 0 sein. Der
Nenner, der immer grofler als der Zahler ist, wird beim Konvergieren gegen 0
unendlich grofl. Das Volumen wird folglich auch 0.
Ebenfalls kann der Flacheninhalt bestimmt werden:
Bei der ersten Iteration liegen 20 Teilwiirfel mit jeweils 6 Fliachen vor. Die An-
zahl aller Teilflachen ware also 20-6 = 120. Jedoch teilen sich nun die 12 Kan-
tenwiirfel jeweils 2 Flachen, und die Eckwtirfel jeweils 3 Fléachen. Diese miissen
davon schlieflich abgezogen werden, somit bleiben 20-6—12-2—8-3 = 6-12—48
Teilflichen iibrig. Der Flacheninhalt F,, nach der ersten Iteration ist also:
Fy = (20-6 — 48) - $FE. Fiir den Fléicheninhalt F, erhéht sich die Anzahl
der Teilwiirfel auf 202 und die Anzahl der Teilflichen auf 20? - 6. Folglich
miissen auch 20-mal mehr Teilflichen abgezogen werden. Also 202 -6 — 20 - 48.
Fiir jede dieser Teilflachen gibt es auf einer Seite 8 - 48 gemeinsame Teilfldchen
der Lange é. Diese miissen ebenfalls abgezogen werden. Der Flédcheninhalt F,
nach der zweiten Iteration ist also: Fy = (20% -6 — 20 - 48 — 8 - 48) - 9%FE.
Fiir jede Iteration ergibt der Flacheninhalt:
F, = [20"-6—48-(20"' +20"2-8+ .. +8" )] &

= 20 [120-48(1+ 24+ (D)) &

- 5 () 120 - 48 51— (2))

- L 0+ s0(2y]

Bei unendlichen Iterationen gilt: £, = lim - (3)"~" - [40 + 80(3)"] = oo. [13]
Es lasst sich also festhalten, dass in der fraktalen Geometrie bestimmte dreidi-
mensaionale Kurven zwar ein unendlich kleines Volumen haben, jedoch gleich-

zeitig einen unendlich grofien Oberflicheninhalt.

Neben der Koch-Kurve und dem Menger-Schwamm gibt es noch unzéhlige wei-
tere Fraktale; diese beiden Fraktale dienen hier als représentatives Beispiel fiir
die Vielfalt der Fraktale, ihre faszinierenden Eigenschaften und ihre durchaus

niitzlichen Anwendungen, beispielsweise in der Technik und Medizin.
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3 Fraktale Mengen

3.1 Komplexe Zahlen und Fixpunkte

Um fraktale Mengen komplett zu untersuchen und darzustellen, werden kom-
plexe Zahlen benoétigt: Komplexe Zahlen sind eine Erweiterung zu den be-
kannten reellen Zahlen. Die komplexen Zahlen fanden ihren Ursprung in dem
Problem, dass es mit den reellen Zahlen keine Zahl gibt, die quadriert eine
negative reelle Zahl ergibt. Anders ausgedriickt wird eine Zahl ¢ gesucht, fiir
die gilt: 2 = -1 = +y/—-1=1

So eine Zahl ¢ wird folglich als imagindre Zahl bezeichnet. Eine komplexe Zahl
¢ € C besteht also aus einem Realteil a € R und einem Imagindrteil b-i,b € R;
insgesamt gilt also: ¢ = a+b- 7. Die Zahl ¢ kann man als Einheit fiir imaginare
Zahlen verstehen. Komplexe Zahlen kénnen auch auf einem Zahlenstrahl dar-
gestellt werden, indem der Zahlenstrahl der imagindren Zahlen senkrecht zum
Zahlenstrahl der reellen Zahlen im Ursprung verlauft. Komplexe Zahlen kénnen
dann analog zu einem Koordinatensystem als Punkt C'(a|b) angegeben werden.
So ein ,,Koordinatensystem® wird dann als komplere Zahlenebene bezeichnet.
Fiir die Untersuchung fraktaler Mengen dieser Facharbeit spielt nun als Re-
chenoperation die Quadrierung eine wichtige Rolle. Wird die komplexe Zahl
¢ = a + b -1 quadriert, konnen die binomischen Formeln angewendet werden;
zusitzlich muss beachtet werden, dass fiir die Quadrierung einer imaginaren
Zahl i? = —1 gilt:

A=a*+2-a-b-i— b

Beispielsweise wiirde die Quadrierung der komplexen Zahl 3 + 2 - ¢ wie folgt
aussehen:

(B3+2-i)?=324+2-3-2-1+22-(=1)=9+12i —4 =5+ 12i.

Gl2)

Imaginare Zahlen
N
N

-
L

0 1 2 3
Reelle Zahlen

Abbildung 6: Darstellung einer komplexen Zahl als Punkt auf der komplexen Zah-
lenebene



Neben komplexen Zahlen als Grundlage fiir fraktale Mengen spielen auch so-
genannte Fizpunkte eine wichtige Rolle.

Man zeichnet in ein Koordinatensystem die Winkelhalbierende bzw. die Diago-
nale der Koordinatenachsen, sie entspricht der Funktion f(x) = x. Nun wéhlt
man eine beliebige Funktion, hier nur als ,Kurve “bezeichnet. Man wéhlt als
Néchstes eine beliebige Stelle, von der man startet. In diesem Beispiel wurde

x = 2 gewahlt. Nun zeichnet man einen Pfad, fiir den zwei Regeln gelten:
o Der Pfad bewegt sich auf- und abwérts zur Kurve hin
e Der Pfad bewegt sich nach rechts oder links zur Diagonalen hin

Fiir den ersten Schritt dieser Verkettung zieht man von der ausgewéhlten Stel-
le aus eine Linie senkrecht zur Kurve. Wird die Kurve bertihrt, wird folglich
eine waagerechte Linie zur Diagonalen gezogen, bis sie wieder beriihrt wird.
Dieser Punkt dient als Startpunkt fiir die iterative Wiederholung dieser bei-
den Schritte. Die graphische Darstellung des Pfades zweier linearer Funktionen

zeigt den folgenden Verlauf:

2.0 15

10 A

(a) Verkettung der Funktion f(z) = 1z (b) Verkettung der Funktion f(x) = 2z

Abbildung 7: Grafische Iterationen

Zunéchst stellt man fest, dass der Punkt (0]0) ein sogenannter Fizpunkt ist.
Wenn man an der Stelle x = 0 eine Linie zieht, bewegt sich dieser Pfad nicht
mehr von dem Punkt weg, er ist fixiert. In Abb.7 (a) erkennt man, dass sich der
Pfad in die Richtung des Fixpunktes bewegt. So ein Fixpunkt, gegen den diese
[teration konvergiert, wird als Attraktor bezeichnet. In Abb.7 (b) erkennt man,
dass sich der Pfad vom Fixpunkt wegbewegt, er divergiert gegen unendlich. So
ein Fixpunkt wird als Repeller bezeichnet.[11]

Die Beobachtungen von bestimmten Iterationen, die hier grafisch dargestellt

wurden, sind essenziell fiir die weitere Untersuchung von fraktalen Mengen.



3.2 Die Mandelbrot-Menge
3.2.1 Das ,,Apfelminnchen*

Zu den bertihmtesten Entdeckungen von Benoit Mandelbrot gehorte die soge-
nannte Mandelbrot-Menge. Sie lédsst sich folgendermaflen beschreiben:

Bleibt fiir eine komplexe Zahl ¢ mit der Iterationsvorschrift z,,1 = 22 + ¢ fiir
2o = 0 die Folge z, beschrankt, also sie divergiert bei grofler werdendem n
nicht gegen unendlich, gehort diese Zahl zur Mandelbrot-Menge(oder auch als
M bezeichnet). Setzt man nun die Werte fiir ¢ = 1 und ¢ = —1 ein, ergeben

sich fiir 5 Iterationen folgende Werte:

Iterationen fiir ¢ = 1: Iterationen fiir ¢ = —1:
zn o= 0°+1 = 041 = 1 no= 0°-1 =0-1= -1
2 = 12741 = 141 = 2 7 = (-1*-1 =1-1 = 0
2 = 2241 = 441 = 25 =  02-1 = 0-1 = -1
24 = 5 +1 = 2541 = 26 zg = (-1)-1 = 1-1 = 0
2 = 2624+1 = 676+1 = 677 2w =  02-1 = 0-1 = -1

Man erkennt, dass z, zu ¢ = 1 bei grofler werdenem n gegen unendlich diver-
giert; ¢ = 1 gehort also nicht zu M. z, zu ¢ = —1 jedoch konvergiert gegen
die Zahlen 0 und —1, man spricht von einem Zweier-Grenzzyklus oder einem
alternierenden Grenzzyklus, da sich z, nur zwischen zwei Grenzwerten, hier so-
gar zwischen Fixpunkten, hin- und herbewegt. 2z, bei ¢ = —1 ist folglich auch
beschrankt und gehort zu ML.[4]

Farbt man alle Punkte auf der komplexen Zahlenebene, die zu M gehoéren,

schwarz, ergibt sich folgende fraktale Struktur:

Abbildung 8: Graphische Darstellung der Mandelbrot-Menge
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An der Grafik kann man auch erkennen, dass die Mandelbrot-Menge ein Frak-
tal ist. Beispielsweise bei ungefdhr ¢ = —1,5 4 0¢ erkennt man, dass im grofien
Gebilde, das als auch als ,,Apfelmédnnchen “bezeichnet wird, eine verkleinerte
Form von diesem zu finden ist. Es liegt also eine Selbstdhnlichkeit vor, die
dementsprechend auch bei der verkleinerten Form vorkommt, genau wie bei

den fraktalen Kurven:

.

Abbildung 9: VergroBlerung der Mandelbrot-Menge zu ¢ = —1,5

Bei Veranderung des Parameters ¢ nimmt die Darstellung der Mandelbrot-

Menge unterschiedliche Formen an. Dabei unterteilt man folgende Elemente:|[3]

o Die Kardioide: der grofite ., Teil “des Apfelménnchens, der sich zwischen
c=—0,75 und ¢ = 0,25 befindet.

e Um die Kardioide herum befinden sich sogenannte Knospen. Sie lassen
sich mit Periodizititen, also der Anzahl der Grenzzyklen, gegen die ¢

konvergiert, beschreiben.

o« Am Ende der Knospen befinden sich Verzweigungen, die auch als An-
tennen bezeichnet werden. Sie hdngen mit der Periodizitédt der Knospe

zusammen, an der sie sich befinden.

o Entfernt vom gréfien Korper der Mandelbrot-Menge befinden sich klei-
nere Gebilde von diesen. Diese werden als Satelliten oder Mandelbrot-
Mengen héherer Ordnung bezeichnet. Sie sind dennoch mit den Anten-
nen des Apfelmédnnchens verbunden. Auf dem reellen Zahlenstrahl lasst
sich ein relativ grofler Satellit finden (vgl. Abbildung 9).
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3.2.2 Das periodische Verhalten

Wie schon in Kapitel 3.2.1 erklért, haben die Knospen, die um die Kardioide
verteilt sind, bestimmte Periodizitaten: Alle Punkte in der Kardioide ndhern
sich genau einem Attraktor an; sie hat daher auch eine Periodizitat von 1. Die
nichstgrofiere Knospe hat die Periodizitdt von 2 (ein Beispiel ist die schon
in 3.2.1 aufgefithrte Iteration von ¢ = —1). Bei der néchstgrofieren Knospe
(ausgehend von der Spiegelymmetrie der Mandelbrot-Menge auf dem reellen
Zahlenstrahl) enthélt man schon einen Dreier-Grenzzyklus; die darauffolgende
hat eine Periodizitédt von 5 und befindet sich zwischen den beiden vorherigen.
Die Periodizitét einer solchen Knospe ist also immer die Summe der vorherigen
beiden groferen. So eine Folge ist schon als die Fibonacci-Folge bekannt: Lauft
man die Kardioide wie ein Kreis (mit Berticksichtigung der Verschrankung)
gegen den Uhrzeigersinn ab, dann liegt auf der Hélfte der Kardioide die grofite
Knospe mit der Periodizitdt von 2. Lauft man nun zur nichstgréfiten Knospe
mit der periodizitat von 3, wird ein Drittel benétigt. Die nachstgroBte Knospe
liegt mit einer Periodizitat von 5 dazwischen. Genauer liegt er bei % des Kreises,
gleich weit von beiden Knospen entfernt(leider kann hierfiir kein Beweis dazu

geftihrt werden aufgrund der Kiirze der Facharbeit). Hier gilt also % > % > %,
2 _ 141

5 243
Kardioide und die Periodizitat jeder beliebigen Knospe ist die Mediante der

Man spricht hier von der sogenannten Mediante. Die Position auf der

Positionen der vorherigen beiden Knospen. Fiir die nachste Knospe erhélt man
% D % = % = %.[1] Damit zusammenhéngend sind auch die Antennen, die aus
der Knospe hervorgehen. Die Periodizitdt der Knospe bzw. der Knospenwert
entspricht ndmlich der Anzahl der Antennen.(Hierzu wird auch aufgrund der

Kiirze ein Beweis ausgelassen).[6]

Abbildung 10: Knospenwerte und Ermittlung der Positionen der Knospen auf der
Kardioide
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3.2.3 Julia-Mengen - Verwandte der Mandelbrot-Menge

Die Entwicklung der Mandelbrot-Menge von Benoit Mandelbrot basiert auf
den Erkenntnissen von Gaston Julia und Pierre Fatou im Jahre 1918.

Man nehme die Iterationsvorschrift dhnlich der Mandelbrot-Menge z,,1 =
22 + ¢; jedoch bleibt ¢ ein Parameter, das keinem Punkt auf der komplexen
Zahlenebene entspricht. Dafiir entspricht der Startwert zy jedoch einem Punkt
auf der komplexen Zahlenebene. Bleibt diese Folge fiir z; beschrinkt, gehort
diese Zahl zur sogenannten Julia-Menge (oder auch J.) fiir ein bestimmtes c,
das im Vorhinein angegeben wird. Beobachtet man also, ob beispielweise die
Zahlen zy = 1 und zy = ¢ zur Julia-Menge J_; gehoren, erhélt man folgende
Werte:

Iterationen fir zp = 1: Iterationen fir zg = i:
z1 = 12+ (-1) = 0 z1 = i? —1 = =2
2 = 02+ (=-1) —1 2 = (=2)?-1 = 3
z3 = (=1)?+(=1) = 0 2z = 3¥F-1 = 38)
2 = 024(-1) = -1 2z = 8—-1 = 63
o= (-1)P+(=1) = 0 % = 63%—1 = 3968

Fiir diese Menge gibt es dementprechend auch eine grafische Darstellung:

Abbildung 11: Julia-Menge fiir ¢ = —1
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Je nachdem, wie das Parameter ¢ gewéhlt ist, verandert sich also das gesamte
Gebilde. Eine weitere ist die Julia-Menge fiir —0, 74543 4+ 0, 11301z. Vergleicht
man nun die gewéhlte Julia-Menge mit einem Ausschnitt der Mandelbrot-

Menge um dieses ¢ herum, kann man folgende Ahnlichkeit festhalten:

(a) Julia-Menge (b) Zoom in die Mandelbrot-Menge

Abbildung 12: Vergleich Mandelbrot-Menge und Julia-Menge mit ¢ = —0, 74543 +
0,113017 (beide um 90° gedreht)

Es lésst sich also die Struktur fir die Julia-Menge J, in der Mandelbrot-Menge
bei ¢ wiederfinden.

Bei dem Einsetzen unterschiedlicher Werte fiir 2y, die zur Julia-Menge J,.
gehoren, stellt man fest, dass die Folge nach einer bestimmten Anzahl von
Iterationen auf denselben Grenzzyklus zulduft (ab ca. zp = —1,45 scheint
es keinen ersichtlichen Grenzzyklus mehr zu geben, dennoch bleiben sie be-
schriankt). Die Grenzzyklen J, bei jedem z, entsprechen dem Grenzzyklus, der

fiir dieses Parameter in der Mandelbrot-Menge erreicht wird:

Die letzten sechs von 100 Iterationen fiir:

J 13 M bei ¢ = —1,3
0.019430292332817123 0.019430292332817123
—1.2996224637398612 —1.2996224637398612

0.3890185482572668 0.3890185482572668
—1.1486645691118087 —1.1486645691118087
0.019430292332817123 0.019430292332817123
—1.2996224637398612 —1.2996224637398612
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3.3 Die Feigenbaum-Konstante

Aus den Erkenntnissen der vorherigen Kapitel gibt es vier Moglichkeiten, wie

sich eine Zahl mit dem Bildungsgesetz der Mandelbrot-Menge entwickeln kann:
o Sie konvergiert gegen einen Fixpunkt.

« Sie konvergiert gegen mehrere Attraktoren, beziehungsweise gegen einen

Grenzzyklus.

o Sie bleibt zwar beschrinkt, jedoch scheint sich die Iteration chaotisch

ohne Grenzzyklus zu entwickeln.
« Sie divergiert gegen Unendlich.

Auf Grundlage dieser Beobachtungen betrachtet man nun ein ganz neues Bil-
dungsgesetz, namlich die sogenannte logistische Gleichung. Sie dient als ein-
faches Modell, um Populationsentwicklung oder die Verbreitung von Krank-
heiten zu erkldren. Sie setzt sich aus einem ,Zuwachs “und einem ,Abgang"“,
die von einer Konstante k, der Fruchtbarkeit, dem Ansteckungsfaktor, etc.
abhéangt. Folglich gilt fiir die nachste Partie, Generation, etc. p,y1, die vom
Zuwachs p,, dem Abgang 1 — p,, und der Fruchtbarkeit, etc. £ abhangt, fol-
gende Iterationsvorschrift:

Pni1 = Pn + k- pn - (1 — py). Flir eine realitatsnahe Modellierung wird fiir py
hier 0,3 verwendet, also 30%. Bei dem Einsetzen verschiedener Werte fiir &

erkennt man:

Die ersten sechs Iterationen fiir:

k=1 k=2 k=3
0.51 0.72 0.9299999999999999
0.7599 1.1232 1.1253000000000002
0.94235199 0.84644352 0.7022997299999995
0.9966767069430399 1.1063972949000191 1.3295241877257813
0.9999889557232575 0.8709619363758976 0.015193053659429578
0.9999999998780239 1.0957364198963866 0.06007972799922339

Man erkennt, dass die Iteration fiir £ = 1 gegen 1 konvergiert, die Iteration
fir k = 2 gegen zwei Grenzzyklen (bei mehr Iterationen stellt man 1,03 und
0,96 fest) konvergiert und die Iteration fiir k& = 3 beschrankt bleibt, sich aber
chaotisch verhélt. Wird & grofler als 3 divergiert die Folge gegen Unendlich.

Hier ist zu beachten, dass in der Realitat nicht mehr als 100% erreicht werden
konnen(z.B. bei der Bevolkerung); allerdings ist es fiir die weitere mathemati-

sche Untersuchung notwendig, Werte iiber 100% zu betrachten.
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Werden die Werte fiir £ nun in einem Koordinatensystem auf die x-Achse und

die Werte fir p, auf die y-Achse eingetragen, entsteht folgendes Diagramm:

1 2

Abbildung 13: Feigenbaum-Diagramm fiir py = 0.3

Dieses Diagramm, das als Feigenbaum-Diagramm bezeichnet wird, wurde nach
Mitchell Feigenbaum benannt, der durch dieses einen weiteren wichtigen Zu-
sammenhang entdeckte:

Zunachst betrachtet man die sogenannten Bifurkationspunkte, beziehungswei-
se die Punkte der Periodenverdopplung, also an dem Punkt, an dem sich das
Diagramm in zwei Wege aufspaltet. Der eine ist aus vorherigen Messwerten
bekannt, nahmlich ungefahr bei k& = 2. Der nachste ist ungefdhr bei k = 2.45,
der darauffolgende ungefahr bei 3.56. Sei n nun der Index des jeweiligen Bi-
furkationspunktes (also k1 = 2, ky = 2.45, etc.), gilt fiir das Verhéltnis der
Abstédnde der Bifurkationspunkte bei unendlich vielen aufeinanderfolgenden
Bifurkationspunkten:

lim fn=hno1 — 4 669202... = &

n=3oc0 knt+1—Fkn

Dieses ¢ wird als die Feigenbaum-Konstante bezeichnet.[3] Sie spielt in der
Chaosforschung eine wichtige Rolle; sie ist auch Bestandteil der Untersuchung
bestimmter Differentialgleichungen und physikalischen Prozessen. Auch die
Mandelbrot-Menge ist damit verbunden:

Betrachtet man alle reellen Werte fiir ¢ auf der x-Achse und tragt die dabei
vorkommenden Attaktoren auf die y-Achse ein, erhilt man ein dhnliches Dia-

gramm, mit genau dieser Feigenbaum-Konstante, die sich aus den Abstédnden

der Bifurkationspunkte ergibt.[4]
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4 Zusammenfassung

Fraktale sind interessante und wichtige Bestandteile fiir die Erforschung un-
serer Welt. Benoit Mandelbrot wollte mit den Fraktalen zeigen, dass die Welt
nicht mit einfachen geometrischen Gebilden beschrieben werden kann, wie es

Mathematiker vor seiner Zeit lange gemacht haben:

,Clouds are not spheres, mountains are not cones, coastlines are not circles,

and bark is not smooth, nor does lightning travel in a straight line. “[9]

Schon immer als aulenstehender Mathematiker wollte er die Sichtweisen der
Mathematiker zu seiner Zeit nicht anerkennen - Er konnte sich jedoch durch-
setzen und stellte die Mathematik im spéten 20. Jahrhundert auf den Kopf.[10]
Fraktale bilden heutzutage die Grundlage fiir die Chaostheorie. Die Chaosfor-
schung beschéftigt sich damit, in dem scheinbaren Chaos eine Ordnung zu
finden. Mit unendlich feinen Frakalen ist man dazu in der Lage.

Fraktale benutzt man heute eben durch ihre besonderen Eigenschaften in der
Untersuchung von Bevolkerungswachstum, der Medizin, der Wetterforschung,
der Quanten- und Relativitatstheorie, Bewegungen von Molekiilen, sogar auf
dem Finanzmarkt und noch fiir vieles mehr.

Nicht nur niitzen viele feine geometrische Gebilde der Fraktale der Kompri-
mierung von Bildern oder bestimmten physikalischen Messungen, auch kann
man viele Zusammenhédnge mit fraktalen Mengen in dynamischen Prozessen
und mathematischen Bereichen erkennen, bei denen es zuvor gar nicht denkbar
wére, dass dort eine Verbindung existiere. Ebenfalls bieten die fraktalen Di-
mensionen die Mdoglichkeit, sich von der euklidischen Geometrie zu 16sen und
so besser bestimmte Sachverhalte zu verstehen, ohne auf eine Dimension einer

natiirlichen Zahl angewisen zu sein.

Zusammenfassend kann man also sagen, dass die Fraktale die theoretische
Mathematik belebt haben. Mit der Erforschung durch den Computer, der sich
zur Zeit der Erforschung von Fraktalen etablierte, konnen hoch auflésende Bil-
der erzeugt werden und grofle Mengen an Messwerten in Sekunden ausgewertet
werden. Fraktale konnen so sichtbar, beziehungsweise ,lebendig “gemacht wer-
den und weisen einen starken asthetischen Reiz auf, der neben unzéhligen Laien
auch Naturwissenschaftler anlockte, um diese auflergewohnlich faszinierenden

Gebilde zu verstehen.
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Python™-Code

Alle in der Facharbeit aufgefithrten Grafiken wurden selbststdndig mit Python
implementiert. Da es jedoch zu viel Code und zu viele Anmerkungen gibt, um
ihn hier aufzulisten, wird er auf der beigelegten Datei zur Verfiigung gestellt.
Falls Quellen verwendet wurden, sind sie im Code angegeben. Die Wertetabel-
len wurden ebenfalls selbststiandig mit Python-Programmen erstellt - der Code

dafir wird ebenfalls auf dieser Datei zu finden sein.

Zusatzliche Grafiken

Der sehr realtdtsnahe Barnsley-Farn (Benannt nach Michael Barnsley, vgl.
Einleitung) stellt sich als besonders beeindruckendes und deshalb auch als
erwahnenswertes Fraktal dar. Dieser Farn wurde durch zuféllig generierte Punk-
te mit bestimmten Vorschriften erstellt. Der Code davon ist ebenfalls in der

Datei zu finden.
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